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I.  Proposição 


L 


Chama-se  proposição  ou  seniença  toda  oração  declarativa  que  pode  ser 
classificada  em  verdadeira  ou  em  falsa. 

Observemos  que  toda  proposição  apresenta  três  características  obriga- 


1?)  sendo  oração,  tem  sujeito  e  predicado; 

2?)  é  declarativa  (não  é  exclamativa  nem  interrogativa); 

3?)  tem  um,  e  somente  um,  dos  dois  valores  lógicos:  ou  é  verdadeira  (  V) 

ou  é  falsa  {F). 


Exemplos 
São  proposições: 

a)  Nove  é  diferente  de  cinco.  (9  5) 

b)  Sete  é  maior  que  três.  (7  >  3) 

c)  Dois  é  um  número  inteiro.  (2  E  Z) 

d)  Três  é  divisor  de  onze.  (3111) 

e)  Quatro  vezes  cinco  é  igual  a  vinte.  (4  •  5 

Dessas  proposições,  todas  são  verdadeiras  exceto  d. 


20 
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NOÇÕES  DE  LÓGICA 


Não  são  consideradas  proposições  as  frases: 

f)  Três  vezes  cinco  mais  um.  (3*5+  1) 

g)  A  raiz  quadrada  de  dois  é  número  racional?  (^2  6E  ©?) 

h)  O  triplo  de  um  número  menos  um  é  igual  a  onze.  (3x  —  1  =  11) 

A  frase  f  não  tem  predicado,  a  frase  g  é  interrogativa  e  a  frase  h  não  pode 
ser  classificada  em  verdadeira  ou  falsa. 


II.  Negação 


2. 


A  partir  de  uma  proposição  p  qualquer,  sempre  podemos  construir  ou¬ 


tra,  denominada  negação  de  p  e  indicada  com  o  símbolo 


P- 


Exem  pios 

a)  p:  Nove  é  diferente  de  cinco.  (9  5*  5) 

~  p:  Nove  é  igual  a  cinco.  (9  =  5) 
p:  Sete  é  maior  que  três.  (7  >  3) 

p:  Sete  é  menor  ou  igual  a  três.  (7  ^  3) 

c)  p:  Dois  é  um  número  inteiro.  (2  €  Z) 

p:  Dois  não  é  um  número  inteiro.  (2  (£  Z) 

d)  p:  Três  é  divisor  de  onze.  (3111) 

^  p:  Três  não  é  divisor  de  onze.  (3/ 11) 

e)  p:  Quatro  vezes  cinco  é  igual  a  vinte.  (4*5  =  20) 

p:  Quatro  vezes  cinco  é  diferente  de  vinte.  (4  •  5  ^  20) 

Para  que  seja  realmente  uma  proposição  devemos  ser  capazes  de 
classificá-la  em  verdadeira  (  V)  ou  falsa  (F).  Para  isso  vamos  postular  (decre¬ 
tar)  o  seguinte  critério  de  classificação: 


b) 


r\j 


A  proposição  ~  p  tem  sempre  o  valor  oposto  de  p,  isto  é,  ~  p  é  ver¬ 
dadeira  quando  p  é  falsa  e  é  falsa  quando  p  é  verdadeira. 


Esse  critério  está  resumido  na  tabela  ao  lado 
denominada  tabela-verdade  da  proposição 


P 


P 


— 


p. 


ru 


F 


V 


V 


F 


Assim,  reexaminando  os  exemplos  anteriores,  temos  que  ^pé  verdadei 
ra  no  exemplo  d  e  <^p  é  falsa  nos  demais. 
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Quais  das  sentenças  abaixo  são  proposições?  No  caso  das  proposições,  quais  são 

verdadeiras? 

a)  5  ■  4  =  20 

b)  5  -  4  =  3 

c) 2  +  7-  3  =  5-  4+  3 

d)  5(3  +  1)  =  5  ■  3  +  5  •  1 


e)  1  +  3  *  I  +  6 

f)  (— 2)5  >  (-2) 

g)  3  +  4  >  0 

h)  li 


3 


4  •  2 


Qual  é  a  negação  de  cada  uma  das  seguintes  proposições?  Que  negações  são  verda¬ 
deiras? 

a)  3  ■  7  =  21 

b)  3  ■  (11  -  7)  *  5 

c)  3  *  2  +  1  >4 

d)  5-7  —  2^  5-6 


3 


7 


1 


1 


e) 


< 


2 


2 


f)  42  <  1 

g)  -(-4)  ^  7 

h)  317 


III.  Proposição  composta  —  Conectivos 


A  partir  de  proposições  dadas  podemos  construir  novas  proposições  me¬ 
diante  o  emprego  de  dois  símbolos  lógicos  chamados  conectivos:  conecti- 
vo  a  (lê-se:  e)eo  conectivo 


(lê-se:  ou). 


v 


3. 


Conectivo  a 


Colocando  o  conectivo  a  entre  duas  proposições  p  e  q,  obtemos  uma 
nova  proposição,  p  a  q,  denominada  conjunção  das  sentenças  p  e  q. 


Exemplos 

1?)  p:  2  >  0 

q:  2  *  1 

p  a  q:  2  >  0  e  2^1 


2?)  p: 


2  < 


q:  (-2Y  <  (-1) 

p  a  q:  -2  <  -1  e  (~2):  <  (~1)2 
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3?)  p:  um  quadrado  de  lado  a  tem  diagonal  2a 

q:  um  quadrado  de  lado  a  tem  área  a 
p  a  q:  um  quadrado  de  lado  a  tem  diagonal  2a  e  área  a- 


2 


(2  é  divisor  de  5) 
(3  é  divisor  de  5) 


4?)  p:  215 

q:  315 
p  a  q:  215  e  315 


(2  e  3  são  divisores  de  5) 


Vamos  postular  um  critério  para  estabelecer  o  valor  lógico  ( V  ou  F)  de 
uma  conjunção  a  partir  dos  valores  lógicos  (conhecidos)  das  proposições  ps  q: 


A  conjunção  p  a  q  é  verdadeira  se  p  e  q  são  ambas  verdadeiras; 
se  ao  menos  uma  detas  for  falsa,  então  p  a  q  é  falsa. 


Esse  critério  está  resumido  na  ta¬ 
bela  ao  lado,  em  que  são  examinadas  to¬ 
das  as  possibilidades  para  ps  q.  Essa  ta¬ 
bela  é  denominada  tabela-verdade  da 
proposição  p  a  q. 


P 


q 


p  A  q 


V 


V 


V 


V 


F 


F 


V 


F 


F 


F 


F 


Reexaminando  os  exemplos  anteriores,  temos: 

1?)  p:  2  >  0 

q:  2  5*  1 
então: 

p  a  q:  2  >  0  e  2^1 


(V) 


(Ví 


(V) 


I  (V) 

q:  (-2)2  <  (-1  y-  <F> 

então: 

PA  q:  -2  <  -1  e  ( ~lf  <  (-1)2  <F) 


2?)  p: 


2  < 


3?)  p:  um  quadrado  de  lado  a  tem  diagonal  2a  (F  u 

q:  um  quadrado  de  lado  a  tem  área  a2  \  ) 
então: 

p  a  q:  um  quadrado  de  lado  a  tem  diagonal  2a  e  área  a 


2 


(F> 


4?)  p:  215  (F) 

q:  315  (F) 

então: 

p  a  q:  215  e  315  (Fí 
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4. 


Conectivo  v 


Colocando  o  conectivo  v  entre  duas  proposições  p  e  <7,  obtemos  uma 
nova  proposição,  p  v  q,  denominada  disjunção  das  sentenças  p  e  q. 


Exemplos 

IV)  p:  5  >  0  (cinco  é  maior  que  zero) 

q:  5  >  1  (cinco  é  maior  que  um) 

pvq:  5  >  0  ou  5  >  1  (cinco  é  maior  que  zero  ou  maior  que  um) 


2V;  p:  3 


3  (três  é  igual  a  três) 
q:  3  <  3  (três  é  menor  que  três) 
p  v  q:  3  í  3  (três  é  menor  ou  igual  a  três) 


3V)  p:  10  é  número  primo 

q:  10  é  número  composto 

q  v  q:  10  é  número  primo  ou  número  composto 


4V)  p:  3*  <  26 

q:  22  <  (— 3)5 

p  v  q:  34  <  26  ou  22  <  (—3) 
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Vamos  postular  um  critério  para  decidir  0  valor  lógico  (  V  ou  F)  de  uma 
disjunção  a  partir  dos  valores  lógicos  (conhecidos)  das  proposições  p  e  q\ 


A  disjunção  p  v  q  é  verdadeira  se  ao  menos  uma  das  proposições 
p  ou  q  é  verdadeira;  se  p  e  q  são  ambas  falsas,  então  p  v  q  é  falsa. 


Esse  critério  está  resumido  na  ta¬ 
bela  ao  lado,  denominada  tabela-verda- 

de  da  proposição  pvq. 


P 


q 


pvq 


V 


V 


V 


V 


F 


V 


F 


V 


V 


F 


F 


F 


Revendo  os  exemplos  anteriores,  temos: 

1?)  p:  5  >  0  (V) 

q:  5  >  1  (V) 

então: 

p  v  q:  5  >  0  ou  5  >  1  (V) 
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2?)  p:  3  =  3  (\  ) 

q:  3  <  3  (K) 

então: 

p  v  q;  3  O  (Vr) 

3?)  p:  10  é  número  primo  <F> 

q:  10  é  número  composto  I  \  1 

então: 

p  v  q:  10  é  número  primo  ou  composto 

4?)  p:  34  <  26  (F) 

q:  22  <  (~3)5  (F> 

então: 

p  v  q:  34  <  26  ou  2 2  <  (-3)5  1 


Classifique  em  verdadeira  ou  falsa  cada  uma  das  seguintes  proposições  compostas: 

a)  3  >  1  e  4  >  2 

b)  3  >  1  ou  3  = 

c)  214  ou  21(4  +  1) 

d)  3(5  +  2) 


1 


3 


e) 


ou  51 


< 


2 


4 


1 


6 


:  -1  e  25  <  (-2 )7 
6  ou  mdc  (4,  7)  = 


0  M) 

g)  n'16 


3  •  5  4-  3  •  2  e  317 
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IV.  Condicionais 


Ainda  a  partir  de  proposições  dadas  podemos  construir  novas  proposi 
ções  mediante  o  emprego  de  outros  dois  símbolos  lógicos  chamados  condido 
nais :  o  condicional  se ...  então  ...  (símbolo:  ->)  e  o  condicional  ...se,  esomen 
te  se,  ...  (símbolo:  •**). 


5. 


Condicional 


Colocando  o  condicional 
nova  proposição,  p 

para  q 


entre  duas  proposições  p  e  q,  obtemos  uma 

p  è  condição  necessária 


q ,  que  se  lê: 


í  L 


5  S  t  i 


se  p,  então  q 
q  é  condição  suficiente  para  p”. 


J  *  a 
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No  condicional  p  -*■  q,  a  proposição  p  é  chamada  antecedente  e  q  é  cha 
mada  consequente. 

Exem pios 

1?)  p:  dois  é  divisor  de  quatro  (214) 

q:  quatro  é  divisor  de  vinte  (4120) 

q:  se  dois  é  divisor  de  quatro,  então  quatro  é  divisor  de  vin¬ 
te  (214  4120) 

2?)  p:  dois  vezes  cinco  é  igual  a  dez  (2-5  =  10) 

q:  três  é  divisor  de  dez  (3110) 

p  -►  q:  se  dois  vezes  cinco  é  igual  a  dez,  então  três  é  divisor  de 

dez  (2-5  =  10  -  3110) 

3?)  p:  cinco  é  menor  que  dois  (5  <  2) 

q:  dois  é  número  inteiro  (2  G  Z) 

p  -►  q:  se  cinco  é  menor  que  dois,  então  dois  é  número  inteiro 

(5  <  2  2  é  Z) 


P 


4?)  p:  um  meio  é  menor  que  um  terço  (• 

q:  três  é  igual  a  cinco  (3 

q:  se  um  meio  é  menor  que  um  terço,  então  três  é  igual  a 

cinco 


2 


3 


5 


P 


1 


1 


3  =  5 


< 


2 


3 


Vamos  postular  um  critério  de  classificação  para  a  proposição  p 
seado  nos  valores  lógicos  de  p  e  q: 


q  ba 


O  condicional  p 
falsa;  caso  contrário,  p 


q  é  falso  somente  quando  p  é  verdadeira  e  q  é 

■*  q  è  verdadeiro. 


Esse  critério  está  resumido  na  ta 
bela  ao  lado,  denominada  tabela 
verdade  da  proposição  p  -*■  q. 


P  q 


P 


q 


V  V 

V  F 
F  V 

F  F 


V 


F 


V 


V 


Revendo  os  exemplos  dados,  temos: 

1?)  pé  Ve  q  é  V, 

2?)  pé  V  e  q  é  F, 

3?)  péFeqé  V, 

4?)  p  é  F  e  q  é  F, 


qé  V. 
q  é  F. 
qé  V. 
qé  V. 


então  p 
então  p 

então  p 

então  p 
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6. 


Condicional 


Colocando  o  condicional 

nova  proposição,  p 
necessária  e  suficiente  para  q 

se  p,  então  q  e  reciprocamente”. 


entre  duas  proposições  p  e  q,  obtemos  uma 

p  é  condição 

q  é  condição  necessária  e  suficiente  para  p 


?  í  t  i 


q,  que  se  lê: 


4  I 


p  se,  e  somente  se,  q 


3  S 


3  5  14 


í  i 


OU 


Exemplos 

1?)  p:  2112 

q:  2  •  7  í 12  •  7 

p  **  q:  2112**  2  •  7112*  7 

3_  =  Jl 

2  4 

q:  3  -  4  ^  6  ■  2 

_  3  6 


2°)  p: 


3  *  4  *  6-2 


P  ~  q: 


2 


3:)  p:  6  = 

q:  3  •  6 


12  :  3 


18 


12  :  3  **  3  •  6  =  18 


q:  6 


P 


4?)  p:  4  ^  3 

q:  4  •  5  <  3  ■  5 

q:  4  <  3  * 


4-5  ^  3-5 


P 


q  o  seguinte  critério  de  classi 


Vamos  postular  para  o  condicional  p 


ficação: 


é  verdadeiro  somente  quando  p  e  q  são  ambas  ver 
dadeiras  ou  ambas  falsas;  se  isso  não  acontecer,  o  condicional 


O  condicional 


é  falso. 


Assim  a  tabela-verdade  da  propo 

q  é  a  que  está  ao  lado. 


p  q  p  q 


siçao  p 


V 


V 


V 


V 


F 


F 


F 


V 


F 


F 


V 


F 


Revendo  os  exemplos  dados,  temos: 
1?)  pé  Ve  q  é  V, 

2?)  pé  VeqéF, 

3o)  péfeqé  V, 

4?)  p  é  F  e  q  é  F, 


qé  V. 
q  é  F. 
qé  F. 
qé  V. 


então  p 
então  p 
então  p 
então  p 
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Classifique  em  verdadeira  ou  falsa  cada  uma  das  proposições  abaixo 

mmc  (2,  8) 


1  =  1-0  +  7 

b)  22  =  4  «  (-2)2  =  4 

c)  5  +  7  ■  1 

d)  mdc  (3,  6)  =  1 


3  •  4 


e)  218 


2 


f)  6  2 


6 


3*3  =  9 
4  é  número  primo 

Admitindo  que  p  e  q  são  verdadeiras  e  ré  falsa,  determine  o  valor  ( V  ou  F)  de  cada 
proposição  abaixo. 

a)  P 

b)  p 

c)  r  -*  p 

d)  (p  v  r)  **  q 


3 


g) 


3  •  7 


2  •  5 


< 


5 


7 


e)  p  —  (q  -*  r) 

0  P  —  (q  v  r) 

g)  ^  p  **  ~  q 


r 


q 


h 


Vp 


r 


Sendo  a  proposição  p  -*■  (r  v  s )  falsa  e  a  proposição  ( q  a  ~s)  **  p  verdadeira 
classifique  em  verdadeira  ou  falsa  as  afirmações  p,  q,  r  e  s. 


V.  Tautologias 


7. 


Seja  v  uma  proposição  formada  a  partir  de  outras  {p,  q,  r,  ... )  mediante 
o  emprego  de  conectivos  ( v  ou  a  )  ou  de  modificador  (~)  ou  de  condicionais 

).  Dizemos  que  v  é  uma  tautologia  ou  proposição  logicamente  verda¬ 
deira  quando  v  tem  o  valor  lógico  V  (verdadeira)  independentemente  dos  valo¬ 
res  lógicos  de  p,  q,  etc. 

Assim  a  tabela-verdade  de  uma  tautologia  v  apresenta  só  V  na  coluna  de  v. 


Exemplos 


1 ?)  (p  A 


P) 


{q  v  p)  é  uma  tautologia,  pois: 


p) 


(q  v  p) 


P 


q 


p 


p  A 


p 


q  v  p 


ru 


ru 


A  ~ 


V 


V 


F 


F 


V 


V 


V 


F 


F 


F 


V 


F 


V 


V 


F 


V 


V 


F 


F 


V 


F 


F 


V 
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q)  é  uma  tautologia,  pois: 


2?) 


[p  a  q) 


(  rvp  V 


nj 


(P  a  q) 


(P  a  q) 


!  ^  p  v  q) 


P 


q  P  a  q 


P 


q 


V 


r\j 


r\j 


r\j 


rv 


rv 


V 


F 


F 


F 


F 


V 


V 


V 


V 


F 


F 


V 


F 


V 


V 


V 


V 


F 


V 


F 


F 


V 


V 


V 


F 


F 


F 


V 


V 


V 


VI.  Proposições  logicamente  falsas 


8. 


Seja / uma  proposição  formada  a  partir  de  outras  ( p ,  q,  r,  ... )  mediante 
o  emprego  de  conectivos  (  v  ou  a  )  ou  de  modificador  ( ~)  ou  de  condicionais 

).  Dizemos  que  /  é  uma  proposição  logicamente  falsa  quando  /  tem 

o  valor  lógico  F  (falsa)  independentemente  dos  valores  lógicos  de  p,  q,  etc. 

Assim,  a  tabela-verdade  de  uma  proposição  logicamente  falsa  /apresen¬ 
ta  só  F  na  coluna  de  /. 


Exem p  los 

1?)  p  A 


p  é  proposição  logicamente  falsa,  pois: 


rv 


p 


p 


P  A 


P 


rv 


r\j 


V 


F 


F 


F 


F 


V 


2?)  (p  v  ~q)  **  (~p  a  q) 


p  a  q  (p  v 


p  q 


p 


q  p  v 


rv 


rv 


rv 


rv 


rv  , 


V 


V 


F 


F 


V 


F 


F 


V 


F 


F 


V 


V 


F 


F 


F 


V  V 


F 


F 


V 


F 


F  F 


V  V 


V 


F 


F 
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VII.  Relação  de  implicação 


9. 


Dadas  as  proposições  p  e  q,  dizemos  que  “p  implica  q ”  quando  na  tabela 

de  p  e  q  não  ocorre  ^Fem  nenhuma  linha,  isto  é,  quando  não  temos  simulta¬ 
neamente  p  verdadeira  e  q  falsa. 

Quando  p  implica  q,  indicamos  p 


Q- 


Observações 

I  ?)  Notemos  que  p  implica  q  quando  o  condicional  p 

2?)  Todo  teorema  é  uma  implicação  da  forma 

hipótese 


q  é  verdadeiro. 


tese 


Assim,  demonstrar  um  teorema  significa  mostrar  que  não  ocorre  o  caso 
de  a  hipótese  ser  verdadeira  e  a  tese  falsa. 


Exem pl  os 
1?)  214  =»  214-5 

significa  dizer  que  o  condicional  “se  2  é  divisor  de  4,  então  2  é  divisor  de  4  •  5 

é  verdadeiro. 

2?)  pé  positivo  e  primo  =>  mdc  (p,  p2)  -  p 
quer  dizer  que  o  condicional  “se p  è  número  primo  e  positivo,  então  o  máximo 

divisor  comum  de  p  e  p2  é  p”  é  verdadeiro. 


5  J 


VIII.  Relação  de  equivalência 


10.  Dadas  as  proposições  p  e  q,  dizemos  que  “p  é  equivalente  a  q"  quando 
p  e  q  têm  tabelas-verdades  iguais,  isto  é,  quando  p  e  q  têm  sempre  o  mesmo 

valor  lógico. 

Quando. p  é  equivalente  a  q ,  indicamos:  p  »  q. 


Observações 

1  ?)  Notemos  que  p  equivale  a  q  quando  o  condicional  p  **  qé  verdadeiro. 
2?)  Todo  teorema,  cujo  recíproco  também  é  verdadeiro,  é  uma  equiva¬ 


lência. 


hipótese  <=>  tese 


li 
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Exemplos 


1?)  (P 


P) 


(~q 


q) 


1 


p 


q  p 


q 


~q 


p  ~q 


ru  p 


r\j 


V 


V 


V 


F 


F 


V 


V 


F 


F 


V 


F 


F 


F 


V 


V 


F 


V 


V 


F 


F 


V 


V 


V 


V 


2?)  215  <=>  mdc  (2,  5)  =  2  significa  dizer  que  é  verdadeiro  o  bicondicio- 
nal  “2  é  divisor  de  8  se,  e  somente  se,  o  máximo  divisor  comum  de  2  e  5  é  2”. 


Verifique,  por  meio  das  tabelas-verdades,  a  validade  das  equivalências  abaixo. 

a)  da  conjunção 

p  a  a  p 

(p  a  q)  a  r  <=»  p  a  (q  a 

P  A  P»p 
P  A  V  «  p 
p  A  f  «f 


c)  da  conjunção  relativamente  à  disjunção 


p  a  (q  v  r)  (p  a  q)  v  (p  a  r) 

p  v  (q  a 


r)  «■  (p  v  q)  a  (p  v  r) 


p  A  (p  V  q)  ♦*  p 


p  v  (p  a  q)  «  p 


b)  da  disjunção 

p  v  q 

(p  v  q)  v  r  *=>  p  v  (q  v  r) 


d)  da  negação 


(~  P)  «  P 


q  v  p 


(P  a  q) 


V 

(p  v  q)»~p  a  ~q 


p  v  p  **  p 


p  V  V  V 
p  V  f  «p 


em  que  p,  q,  r  são  proposições  quaisquer,  v  é  uma  tautologia  e  f  uma  proposição 
logicamente  falsa. 


IX.  Sentenças  abertas,  quantificadores 


Há  expressões  como: 

a)  x  +  1 

b)  x  >  2 

c)  x 


7 


3 


2x2 
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que  contêm  variáveis  e  cujo  valor  lógico  (verdadeira  ou  falsa)  vai  depender  do 
valor  atribuído  à  variável. 

Nos  exemplos  citados  temos: 

a)  x  -f  /  =  7  é  verdadeira  se  trocarmos  x  por  6  e  é  falsa  para  qualquer  outro 

valor  dado  a  a; 

b)  A'  >  2  é  verdadeira,  por  exemplo,  para  A'  =  0 ; 

c)  a-’  =  2x2  é  verdadeira  se  trocarmos  x  por  0  ( 0S  —  2  -  O2)  ou 

2(2J  =  2  •  22)  e  é  falsa  para  qualquer  outro  valor  dado  a  x. 


Orações  que  contêm  variáveis  são  chamadas  funções  proporcionais  ou 
sentenças  abertas.  Tais  orações  não  são  proposições  pois  seu  valor  lógico  ( V 

ou  F)  é  discutível,  dependem  do  valor  dado  às  variáveis. 

Há,  entretanto,  duas  maneiras  de  transformar  sentenças  abertas  em  pro- 


posiçoes: 


1?)  atribuir  valor  às  variáveis 

2?)  utilizar  quantificadores. 


12  O  quantificador  universal 


O  quantificador  universa!,  usado  para  transformar  sentenças  abertas  em 
proposições,  é  indicado  pelo  símbolo  V,  que  se  lê:  “qualquer  que  seja 

todo 


5  f  í  & 


para 


ti  it 


para  cada’’. 


Exem  pios 


7),  que  se  lê: 

qualquer  que  seja  o  número  x ,  temos  x  +  1 

2?)  (Va)  (a 

para  todo  número  x,  x 


1?)  (va) (a  +  1 


7”. 


&  « 


(Kalsai 


3 


2x2),  que  se  lê: 

2x2,\  (Falsa) 


3 


t  % 


2 


a*  +  2a  +  1),  que  se  lê: 

qualquer  que  seja  o  número  a,  temos  (a  +  iy  =  a2  +  2a  +  I  Verdadeira) 

4?)  (Vjvjí^-  +  I  >  0),  que  se  lê: 
para  todo  número  v,  temos  v2  +  1  positivo”.  » V  erdadeira i 


3.)  (Va)  ((a  +  1) 


: 


í  4 


í  4 


13.  O  quantificador  existencial 

O  quantificador  existencial  é  indicado  pelo  símbolo  3,  que  se  lê:  “existe 
existe  pelo  menos  um”,  “existe  um”. 


(C 
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Exemplos 

1?)  (3  x)(x  +1  =  7),  que  se  lê: 

existe  um  número  x  tal  que  x  +  1 


7  . 


i  4 


(Verdadeira) 


2?)  (3  *)(* 


2x2),  que  se  lê: 

existe  um  número  x  tal  que  x 


3 


3 


2x2”. 


í  t 


(Verdadeira) 


3?)  (3  a) (a 


+  1^0),  que  se  lê: 
existe  um  número  a  tal  que  a2  +  1  é  não  positivo”. 


2 


4  Í 


(Falsa) 


4?)  (3lm)(m(m  +  1)  ^  m2  +  m),  que  se  lê: 
existe  pelo  menos  um  número  m  tal  que  m(m  +  1)  #  m2  +  m”.  (Falsa 


i  i 


Algumas  vezes  utilizamos  também  outro  quantificador:  31,  que  se  iê: 
existe  um  único 

Exemplos 


existe  um  e  um  só”  “ 


existe  só  um  . 


í  4 


í  y  u 


7),  que  se  lê: 
existe  um  só  número  x  tal  que  x  +  1 


1?)  (31*)  (x  +  / 


7”. 


i  t 


( V erdadeira) 


2x2),  que  se  lê: 
existe  um  só  número  *  tal  que  * 


3 


2°)  (3lx)(x 


2x2". 


! 


4  i 


(Falsa) 


3?)  (31*)  (x  +  2  >  3),  que  se  lê: 

existe  um  só  número  *  tal  que  *  +  2  >  3". 


4  í 


(  Falsa ) 


8  Transforme  as  seguintes  sentenças  abertas  em  proposições  verdadeiras  usando  quan- 

tificadores: 

a)  x2  -  5x  +  4  =  0 

b)  (a  +  1)  (a  -  1)  =  a2  -  1 


e)  -(-x) 


x 


f)  5a  +  4  í  11 


y 


X 


g)  Vx5 


c) 


+ 


X 


3 


4 


7 


2 


a 


a 


d)  -Jm2  +  9  ^  m  +  3 


h) 


1 


a 


a 
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X.  Como  negar  proposições 


Já  vimos  o  que  é  a  negação  de  uma  proposição  simples,  no  item  II  deste 


capítulo. 


Vamos  destacar  aqui  resultados  obtidos  no  exercício  7,  os  quais  consti¬ 
tuem  processos  para  negar  proposições  compostas  e  condicionais. 


Negação  de  uma  conjunção 


Tendo  em  vista  que  <\j(p  a  q)  rup  v  r\j<7,  podemos  estabelecer  que 
a  negação  de  p  a  q  é  a  proposição  ru  n  v  ru  q. 


Exemplos 

1?)  p:  a  ^  0 

q:  b  ^  0 

p  a  q:  a  G  e  b  ?í  0 

oi(p  a  q):  a 

2?)  p:  214 

q:  319 

p  a  q:  214  e  319 

cu  (p  a  q):  2  T  4  ou  3  +  9 


0  ou  b 


0 


Negação  de  uma  disjunção 


Tendo  em  vista  que  ru(p  v  q)  (rup  a  ru#),  podemos  estabelecer  que 
a  negação  de  p  v  q  é  a  proposição  ru p  a  ru  q. 


Exemplos 

1?)  p:  o  triângulo  ABC  é  isósceles 

q:  o  triângulo  ABC  é  equilátero 

p  v  q:  o  triângulo  ABC  é  isósceles  ou  equilátero 

ru(p  v  q):  o  triângulo  ABC  não  é  isósceles  e  não  é  equilátero 


2?)  p:  a 


0 


q:  b 


í ) 


p  v  q:  a  =  0  ou  b  =  0 
nj(p  vq):a#0  e  b^O 
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i  7.  Negaçao  de  um  condicional  simples 


Já  que  r\j(p 

q  é  a  proposição  d  a  oj  q. 


q)  **  p  a  aj  q,  podemos  estabelecer  que  a  negação  de 


P 


Exem pios 


I?)  p:  2  E  2 


q:  2  G  <Q 


q:  2  G  2 
—  q):  2  G  Z  e  2  $  <Q 


2  GQ 


P 


Aj(p 


2?)  p:  52  =  (-5) 


q:  5 


5 


p  -»■  q:  52  =  (-5)2  -*■  5 
Oj(p  —  q):  52  -  {-5)2  e  5  y*  -5 


5 


Negaçao  de  proposiçoes  quantificadas 


a)  Uma  sentença  quantificada  com  o  quantificador  universal,  do  tipo 
(v  A')  (p(x)),  é  negada  assim:  substitui-se  o  quantificador  pelo  existencial  e  nega- 

se  p(x),  obtendo:  (3.x)  (njp(x)). 


Exempí os 

1?)  sentença:  (Vx)  (x  +  3  =  5) 

negação:  (3x)  (x  +  3  5) 

2?)  sentença:  (Vx)  (x(x  +  1)  =  x2  +  x) 

negação:  (3x)  (x(x  +  1)  ?£  x2  +  x) 

3?)  sentença:  (Vx)  (çx2  +  1  =  x  +  1) 

negação:  (3x)(%x:  +  1  x  +  1) 

4?)  sentença:  Todo  losango  é  um  quadrado. 

negação:  Existe  um  losango  que  não  é  quadrado. 


b)  Uma  sentença  quantificada  com  o  quantificador  existencial,  do  tipo 
(3jc)  (p(x)),  é  negada  assim:  substitui-se  o  quantificador  pelo  universal  e  nega- 

se  p(x),  obtendo:  (: Vx )  (ru pi x )) . 


Exemplos 

1?)  sentença:  (3x)  (x  =  x) 

negação:  (Vx)  (x  ^  x) 
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2  )  sentença:  (3  a)  |a  + 


2 


3 


, 


1 


1 


negação:  (V  a)  a  + 


< 


1 


3?)  sentença:  (3  a) 


a 


1 


é  ir 


negaçao: 


Diga  qual  é  a  negação  de  cada  proposição  abaixo, 
a)  mdc  (2,  3) 


1  ou  mmc  (2,  3)  ^  6 


3 


6 


ou  3  •  10  ^  6  •  5 


b) 


5 


10 


3 


>  1  e 


3  > 


7 


7 


d)  22 


2 


e)  (— 3)2 

f)  2  <  5 

g)  (vx)  (x  >  2 


9  -3 


9 


32  C  52 


3*  > 


h)  (3x)  (-J  x  <  0  ) 


i)  Todo  número  inteiro  primo  é  ímpar. 

j)  Todo  triângulo  isósceles  é  equilátero. 

k)  Existe  um  losango  que  não  é  quadrado. 

l)  Existe  um  número  cuja  raiz  quadrada  é  zero. 

m)  Todo  triângulo  que  tem  três  ângulos  congruentes  tem  três  lados  congruentes 


Classifique  em  V  ou  F  as  negações  construídas  no  exercício  anterior  . 


Faremos  aqui  uma  revisão  das  principais  noções  da  teoria  dos  conjuntos 
naquilo  que  importa  à  Matemática  Elementar.  Em  seguida  usaremos  essas  no 
ções  para  apresentar  os  principais  conjuntos  de  números. 


^rtinência 


I.  Conjunto  —  Elemento 


19.  Na  teoria  dos  conjuntos  três  noções  são  aceitas  sem  definição,  isto  é 
consideradas  noções  primitivas: 

a)  conjunto 

b)  elemento 

c)  pertinência  entre  elemento  e  conjunto 

A  noção  matemática  de  conjunto  é  praticamente  a  mesma  que  se  usa  na 
linguagem  comum:  é  o  mesmo  que  agrupamento,  classe,  coleção,  sistema.  Eis 

alguns  exemplos: 

1)  conjunto  das  vogais 

2)  conjunto  dos  algarismos  romanos 

3)  conjunto  dos  números  ímpares  positivos 

4)  conjunto  dos  planetas  do  sistema  solar 

5)  conjunto  dos  números  primos  positivos 

6)  conjunto  dos  naipes  das  cartas  de  um  baralho 

7)  conjunto  dos  nomes  dos  meses  de  31  dias 
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CONJUNTOS 


Cada  membro  ou  objeto  que  entra  na  formação  do  conjunto  é  chamado 
elemento.  Assim,  nos  exemplos  anteriores,  temos  os  elementos: 

1)  a,  e,  i,  o,  u 

2)  I,  V,  X,  L,  C,  D,  M 

3)  1,3,  5,  7,  9,11,... 

4)  Mercúrio,  Vénus,  Terra,  Marte,  ... 

5)  2,  3,  5,  7,  11,  13 

6)  paus,  ouros,  copas,  espadas 

7)  janeiro,  março,  maio,  julho,  agosto,  outubro,  dezembro 

No  exemplo  3,  cada  número  ímpar  é  elemento  do  conjunto  dos  números 
ímpares,  isto  é,  pertence  ao  conjunto.  Em  particular,  5  pertence  ao  conjunto 
dos  números  ímpares  e  2  não  pertence. 

Um  elemento  de  um  conjunto  pode  ser  uma  letra,  um  número,  um  nome, 
etc.  É  importante  notar  que  um  conjunto  pode  ser  elemento  de  outro  conjun¬ 
to.  Por  exemplo,  o  conjunto  das  seleções  que  disputam  um  campeonato  mun¬ 
dial  de  futebol  é  um  conjunto  formado  por  equipes  que,  por  sua  vez,  são  con¬ 
juntos  de  jogadores. 

Indicamos  um  conjunto,  em  geral,  com  uma  letra  maiuscula.  A,  B,  C,  .. 
e  um  elemento  com  uma  letra  minúscula,  a ,  b,  c,  d,  x,  y,  ...  . 

Sejam  A  um  conjunto  e  x  um  elemento.  Se  x  pertence  ao  conjunto  A 
escrevemos: 


*  *  * 


*  1 


x  E  A 


Para  indicar  que  x  não  é  elemento  do  conjunto  A,  escrevemos: 


é  a 


x 


É  habitual  representar  um  conjun¬ 
to  pelos  pontos  interiores  a  uma  linha 

fechada  e  não  entrelaçada.  Assim,  na  re¬ 
presentação  ao  lado  temos: 

a  E  A,  b  E  A  e  d  í  A. 


No  caso  de  usarmos  um  círculo 
para  representar  um  conjunto,  estare¬ 
mos  usando  o  assim  chamado  diagrama 
de  Euler-Venn. 
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II.  Descrição  de  um  conjunto 


Utilizamos  dois  recursos  principais  para  descrever  um  conjunto  e  seus  ele 
mentos:  enumeramos  (citamos,  escrevemos)  os  elementos  do  conjunto  ou  da 
mos  uma  propriedade  característica  dos  elementos  do  conjunto. 


20.  Descrição  pela  citação  dos  elementos 

Quando  um  conjunto  é  dado  pela  enumeração  de  seus  elementos,  deve 
mos  indicá-lo  escrevendo  seus  elementos  entre  chaves. 


Exemplos 


[a,  e,  i,  o,  uj 


1?)  conjunto  das  vogais 
2?)  conjunto  dos  algarismos  romanos 


[I,  V,  X,  L,  C,  D,  M 


3?)  conjunto  dos  nomes  de  meses  de  31  dias 

[janeiro,  março,  maio,  julho,  agosto,  outubro,  dezembroj 


Essa  notação  também  é  empregada  quando  o  conjunto  é  infinito:  escre¬ 
vemos  alguns  elementos  que  evidenciem  a  lei  de  formação  e  em  seguida  coloca¬ 
mos  reticências. 


Exem  pl  os 

1?)  conjunto  dos  números  ímpares  positivos 

[1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  ...] 

2?)  conjunto  dos  números  primos  positivos 

[2,  3,  5,  7,  11,  13,  ...] 

3?)  conjunto  dos  múltiplos  inteiros  de  3 

(0,  3,  -3,  6,  -6,  9,  -9,  ...] 

A  mesma  notação  também  é  empregada  quando  o  conjunto  é  finito  com 

grande  número  de  elementos:  escrevemos  os  elementos  iniciais,  colocamos  re¬ 
ticências  e  indicamos  o  último  elemento. 


Exem pios 

1?)  conjunto  dos  números  inteiros  de  0  a  500 

500] 

2?)  conjunto  dos  divisores  positivos  de  100 

fl,  2,  5,  10 


0,  1,  2,  3 


*  i  4 


1001 


1  I  1 
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2  Descrição  por  uma  propriedade 


Quando  queremos  descrever  um  conjunto  A  por  meio  de  uma  proprieda¬ 
de  característica  P  de  seus  elementos  jc,  escrevemos; 

A  =  [xlx  tem  a  propriedade  Pi 

A  é  o  conjunto  dos  elementos  x  tal  que  .v  tem  a  propriedade  P”. 


e  emos: 


£  i 


Exem  pios 

1?)  (xlx  é  Estado  da  região  Sul  do  Brasil!  é  uma  maneira  de  indicar 

o  conjunto; 

(Paraná,  Santa  Catarina,  Rio  Grande  do  Sul! 

2?)  (xlx  é  divisor  inteiro  de  3]  é  uma  maneira  de  indicar  o  conjunto: 

(1,  -rí  3,  -3] 

3?)  f-vlx  é  inteiro  e  0  x  ^  500}  pode  também  ser  indicado  por: 

(0,  1,  2,  3 


500] 


*.  m  m 


Conjunto  vazio 


III.  Conjunto  unitário 

22.  Chama-se  conjunto  unitário  aquele  que  possui  um  único  elemento. 


Exemp  los 

1?)  conjunto  dos  divisores  de  1,  inteiros  e  positivos: 

2?)  conjunto  das  soluções  da  equação  3x  +  1  =  10:  (3j 

3?)  conjunto  dos  Estados  brasileiros  que  fazem  fronteira  com  o  Uruguai: 

(Rio  Grande  do  Sul] 


(1] 


23.  Chama-se  conjunto  vazio  aquele  que  não  possui  elemento  algum.  O  sím¬ 
bolo  usual  para  o  conjunto  vazio  é  0. 

Obtemos  um  conjunto  vazio  quando  descrevemos  um  conjunto  por  meio 
de  uma  propriedade  P  logicamente  falsa. 


Exemplos 

1?)  (xlx  *  x] 

2?)  [xlx  é  ímpar  e  múltiplo  de  2]  =  0 

3?)  (xlx  >0  e  x  <  0] 


0 


0 
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IV.  Conjunto  universo 


Quando  vamos  desenvolver  um  certo  assunto  de  Matemática,  admitimos 
a  existência  de  um  conjunto  U  ao  qual  pertencem  todos  os  elementos  utilizados 
no  tal  assunto.  Esse  conjunto  U  recebe  o  nome  de  conjunto  universo. 

Assim,  se  procuramos  as  soluções  reais  de  uma  equação,  nosso  conjunto 

universo  é  IR  (conjunto  dos  números  reais);  se  estamos  resolvendo  um  proble¬ 
ma  cuja  solução  vai  ser  um  número  inteiro,  nosso  conjunto  universo  é  Z  (con¬ 
junto  dos  números  inteiros);  se  estamos  resolvendo  um  problema  de  Geome¬ 
tria  Plana,  nosso  conjunto  universo  é  um  certo  plano  a. 

Quase  sempre  a  resposta  para  algumas  questões  depende  do  universo  U 

em  que  estamos  trabalhando.  Consideremos  a  questão:  “Qual  é  o  conjunto 
dos  pontos  P  que  ficam  a  igual  distância  de  dois  pontos  dados  A  e  Bt  sendo 
A  *  B? 


*  1 


? 


1)  Se  U  é  a  reta  AB,  o  conjunto 
procurado  é  formado  só  por  P; 


A 


B 


2)  Se  U  é  um  plano  contendo  A 
e  B,  o  conjunto  procurado  é  a  reta  me- 
diatriz  do  segmento  AB\ 


3)  Se  U  é  o  espaço,  o  conjunto 
procurado  é  o  plano  mediador  do  seg¬ 
mento  AB  (plano  perpendicular  a  AB  no 
seu  ponto  médio). 


Portanto,  quando  vamos  descrever  um  conjunto  A  através  de  uma  pro 
priedade  P,  é  essencial  fixarmos  o  conjunto  universo  U  em  que  estamos  traba 
lhando,  escrevendo 


lx  £  U  I  x  tem  a  propriedade  P] 


A 
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1  Dê  os  elementos  dos  seguintes  conjuntos: 

1.x  I  x  é  letra  da  palavra  matemática ] 

(x  I  x  é  cor  da  bandeira  brasileira] 

(xl  x  é  nome  de  Estado  que  começa  com  a 1 


A 


B 


C 


Solução 


[m,  a,  t,  e,  i,  c] 

(branco,  azul,  amarelo,  verde] 
[Amazonas,  Amapá,  Acre,  Alagoas; 


A 


B 


C 


Descreva  por  meio  de  uma  propriedade  característica  dos  elementos  cada  um  dos 
conjuntos  seguintes: 

[0,  2,  4,  6,  8,  ...} 

[0,  1 ,  2, 

(Brasília,  Rio  de  Janeiro,  Salvador] 


A 


9] 


B 


éiM 


c 


Solução 


jxl  x  é  inteiro,  par  e  não  negativo] 

(xl  x  é  algarismo  arábico] 

jxl  x  é  nome  de  cidade  que  já  foi  capital  do  Brasil] 


A 


B 


C 


13.  Escreva  com  símbolos: 

a)  o  conjunto  dos  múltiplos  inteiros  de  3,  entre  —10  e  + 10; 

b)  o  conjunto  dos  divisores  inteiros  de  42; 

c)  o  conjunto  dos  múltiplos  inteiros  de  0; 

d)  o  conjunto  das  frações  com  numerador  e  denominador  compreendidos  entre 

0  e  3; 

e)  o  conjunto  dos  nomes  das  capitais  da  região  Centro-Oeste  do  Brasil. 

14.  Descreva  por  meio  de  uma  propriedade  dos  elementos: 

A  =  f  +  1,  1 ,  +  2,  2,  +  3,  3,  +  6,  —6] 

B  =  (0,  -10,  -20,  -30,  -40,  ...j 
C  =  fl,  4,  9,  16,  25,  36,  ...] 

D  =  (Lua] 


23 


CONJUNTOS 


15.  Quais  dos  conjuntos  abaixo  são  unitários? 


9 


6 


A 


xlx  < 


e  x  > 


4 


5 


B  =  [xlO  «  x  =  2j 

C  =  [x  1  x  é  inteiro  e  x 
D  =  fxl2x  +  I  =7] 


3 


16.  Quais  dos  conjuntos  abaixo  são  vazios? 

[xlO  -  x 

xlx  > 


os 


A 


9 


6 


B 


e 


4 


5 


[xl  x  é  divisor  de  zero; 
jxl  x  é  divisível  por  zeroi 


C 


D 


V,  Conjuntos  iguais 


25.  Dois  conjuntos  A  e  B  são  iguais  quando  todo  elemento  de  A  pertence  a 
B  e,  reciprocamente,  todo  elemento  de  B  pertence  a  A.  Em  símbolos: 


A  =  B 


(V  x)  (x  E  A 


x  E  B) 


Exempl os 

1?)  [a,  b,  c,  dj  =  (d,  c,  b,  a] 

2?)  [1,  3,  5,  7,  9,  ...] 

3?)  (x!2x  +1  -  5]  -  Í2) 


:xl  x  é  inteiro,  positivo  e  ímpar í 


Observemos  que  na  definição  de  igualdade  entre  conjuntos  não  intervém 
a  noção  de  ordem  entre  os  elementos;  portanto: 

(d,  c,  b,  a) 


[b,  a,  c,  dj 

Observemos  ainda  que  a  repetição  de  um  elemento  na  descrição  de  um 

conjunto  é  aigo  absolutamente  inútil,  pois,  por  exemplo: 

(a,  a,  b,  b,  b,  c,  d,  d,  d,  dj 

(para  conferir  basta  usar  a  definição).  Assim,  preferimos  sempre  a  notação  mais 
simples . 


|a,  b,  c,  dj 


[a,  b,  c,  dj 
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26.  Se  A  não  é  igual  a  B,  escrevemos  A  A  B.  E  evidente  que  A  é  diferente 

de  B  se  existe  um  elemento  de  A  não  pertencente  a  B  ou  existe  em  B  um  ele¬ 
mento  não  pertencente  a  A. 


Exemplo 

[a,  b,  d]  A  [a,  b 


c,  d] 


VI.  Subconjuntos 


27.  Um  conjunto  A  é  subconjunto  de 

um  conjunto  B  se,  e  somente  se,  todo 
elemento  de  A  pertence  também  a  B. 

Com  a  notação  A  C  B  indicamos 
que  “ A  é  subconjunto  de  B 

tá  comido  em  B”  ou  “/I  é  parte  de 


I  t 


ou  “/I  es 


O  símbolo  C  é  denominado  sinal  de  inclusão. 
Em  símbolos,  a  definição  fica  assim: 


A  C  B 


(V  x)  (x  E  A 


x 


Exemplos 

1?)  [a,  bj  c  (a,  b 
2?)  [a 

3?)  [a,  b]  c  {a,  b] 

4?)  (xl  x  é  inteiro  e  par!  c  fxl  x  é  inteiro! 


c 


C  !a,  b  ! 


28.  Quando  A  C  B,  também  pode 

mos  escrever  B  D  A,  que  se  lê  “ B con 

tém  A 


Com  a  notação  A  (£  B  indicamos 
que  “A  não  está  contido  em  B ”,  isto  é, 

a  negação  de  A  c  B. 

E  evidente  que  A  <t  B  somente  se 
existe  ao  menos  um  elemento  de  A  que 
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Assim,  por  exemplo,  temos: 

1?)  [a,  b,  c]  £  fb,  c,  d,  e) 

2?)  [a,  b]  £  (c,  d,  e] 

3?)  jxl  x  é  inteiro  e  parj  £  jxl  x  é  inteiro  e  primo! 


29.  Conjuntos  iguais 


Vimos  anteriormente  o  conceito  de  igualdade  de  conjuntos: 

{V  x)  (x  E  A 

Nessa  definição  está  explícito  que  todo  elemento  de  A  é  elemento  de  B 

e  vice-versa,  isto  é,  A  C  B  t  B  C  A;  portanto,  podemos  escrever: 

(A  C  B  e  B  C  A). 

B,  devemos  provar  que  A  C  B  e  B  C  A . 


x  E  B). 


A  =  B 


A  =  B 


Assim,  para  provarmos  que  A 


30.  Propriedades  da  inclusão 


Sendo  A,  £J  e  C  três  conjuntos  arbitrários,  valem  as  seguintes  propriedades: 

1?)  0  C  A 
2?)  A  C  A  (reflexiva) 

3?)  (A  C  B  e  B  C  A)  =>  A 

4a)  (A  C  B  e  B  C  C) 


B  (anti-simétrica) 

C  (transitiva) 

A  demonstração  dessas  propriedades  é  imediata,  com  exceção  da  1!,  que 
passamos  a  provar.  Para  todo  x,  a  implicação 


0 


x  E  A 


x 


é  verdadeira,  pois  x  E  0  é  falsa.  Então,  por  definição  de  subconjunto,  0  C  A. 


31  Conjunto  das  partes 


Dado  um  conjunto  A,  chama-se  conjunto  das  partes  de  A 


notaçao 

aquele  que  é  formado  por  todos  os  subconjuntos  de  A .  Em  símbolos: 


,/M) 


^(A)  =  ÍXIX  C  A| 


Exemplos 

1?)  Se  A 

tf  (A) 


são  0  e  JoJ,  isto  é: 


[a],  os  elementos  de  J 


[0,  a  1. 
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ia,  b\,  os  elementos  de  ( A ) 


são  0,  ;a!t  \b\  e  !  a,  b j,  isto  é: 


2?)  Se  A 


10,  faj,  íbj,  [a,  b  j. 


3o)  Se  A  =  [a,  b,  c],  os  elementos  de 
[a,  cj,  \b,  cj  e  \a,  b,  c),  isto  é: 

(A)  -  [0,  [a],  [b),  [cj,  [a,  b],  [b,  c],  fc,  a],  [a,  b,  cj). 


c 


*  .  c  ,  [a,  b  \ 


são  0 


{ ],  2,  3,  4] 


17.  Dados  A 


a)  escreva  com  os  símbolos  da  teoria  dos  conjuntos  as  seguintes  sentenças: 

4?)  B  é  igual  a  A 

5?)  4  pertence  a  B 


1  ?)  3  é  elemento  de  A 

2!)  1  não  está  em  B 

3*)  B  é  parte  de  A 

b)  classifique  as  sentenças  anteriores  em  falsa  ou  verdadeira. 


Solução 


J  f )  3  €  A 


(V) 


4?)  B 
5?)  4  £  B 


A 


2?)  1  <í  B 


(V) 


(V 


3?)  B  C  A 


V 


[/.  2),B 

V  ou  F  cada  sentença  abaixo  e  justifique 

c)  B  C  C 

d)  D  D  B 


12,  3 J,  C 


J,  3,  4)  t  D 


j  1 ,  2,  3,  4),  classifique  em 


1 8 .  Sendo  A 


a)  A  C  D 


e)  C  =  D 

f)  A  í  C 


b)  A  C  B 


Solução 


a)  V,  pois  1  E  A,  1  G  D,  2  £  A 


e  2  E  D 


A  e  1  f  B 

2  í  C 


b)  F,  pois  1 


c)  F,  pois  2  €  B 


e 


d)  V,  pois  2  £  B,  2  £  D,  3  £  B 


e  3  E  D 


e)  F,  pois  2  6  D  e  2  Ç  C 


2  €  C 
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19,  Quais  das  igualdades  abaixo  são  verdadeiras? 

a)  [a,  a,  a,  b}  bj 

b)  [xlx2  -  4]  = 

+  7  = 

d)  fxlx  <  0  e  x 


fxlx  &  0 


3 


0: 


4x 


e  x 


li! 


0 


20  Diga  se  é  verdadeira  ( V)  ou  falsa  (F)  cada  uma  das  sentenças  abaixo. 

a)  0  6  (0,  1,  2,  3,  4] 


O  a  €  a,  a 


g)  [a]  c  ia,  (a)} 

h)  0  c  [0,  [a)j 

i)  0  €10,  fali 


c)  0  €  0 

d)  0  €  0 

e)  [a]  C  0 


j)  [a,  bj  €  [a,  b,  c,  dj 


2 1 .  Faça  um  diagrama  de  Venn  que  simbolize  a  situação  seguinte:  A,  B,  C,  D  são  con¬ 
juntos  não  vazios,  D  C  C  C  B  C  A. 


\a,  b,  c,  d). 


22  Construa  o  conjunto  das  partes  do  conjunto  A 


VII.  Reunião  de  conjuntos 


32.  Dados  dois  conjuntos  ^leB,  chama-se  reunião  de  A  eflo  conjunto  for 
mado  pelos  elementos  que  pertencem  a  A  ou  a  B. 


AUB 


O  conjunto  A  U  B  (lê-se  A  reunião 

S”  ou  “/I  u  fl”)  é  formado  pelos  elemen¬ 
tos  que  pertencem  a  pelo  menos  um  dos  con¬ 
juntos  A  e  B. 

Notemos  que  x  é  elemento  de  A  U  B 

se  ocorrer  ao  menos  uma  das  condições  se¬ 
guintes: 


x  e  a 


x  €  B. 


ou 


Exemplos 


1?)  (a,  b]  U  (c,  d} 

2?)  a,  bj  U  fa,  b,  c,  dj 


[a,  b,  c,  dj 

[a,  b,  c,  dj 

c,  d,  ej 


3?)  (a,  b,  cj  U  fc,  d,  ej  =  ja,  b 


4?)  (a,  b,  cj  ü  0 
5?)  0  U  0  =  £2 


a,  b,  cj 
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33.  Propriedades  da  reunião 


Sendo  A,  B  e  C  conjuntos  quaisquer,  valem  as  seguintes  propriedades: 

A  (idempotente) 

A  (elemento  neutro) 

BUA  (comutativa) 

A  U  (B  U  C)  (associativa) 


1?)  A  U  A 
2?)  A  U  0 

3*)  A  U  B 

4?)  (A  U  B)  U  C 


Demonstração 
Fazendo  A  = 

A  -  [xlp(x)|  e,  ainda:  B  =  [xlQ(x)j,  C  —  [x!r(x)j 
fé  proposição  logicamente  falsa,  temos: 

(x  I  p(x) 

Analogamente,  as  demais  decorrem  das  propriedades  das  proposições  vis 
tas  no  exercício  7. 


(xlx  tem  a  propriedade  pj  ou,  simplesmente, 

(xlf(x)j  em  que 


0 


e 


POO]  =  fx  I  p(x)l  =  A. 


A  U  A 


VI II.  Interseção  de  conjuntos 

34.  Dados  dois  conjuntos  A  e  B,  chama-se  interseção  de  A.t  B  o  conjunto 

formado  pelos  elementos  que  pertencem  a  A  e  a  B. 


(xlx  £  A 


a  n  b 


O  conjunto  A  n  B  (lê-se  “A  in- 

ter  B")  é  formado  pelos  elementos  que 
pertencem  aos  dois  conjuntos  (A  e  B) 

simultaneamente. 

Se  x  £  A  O  Bt  isso  significa  que 
x  pertence  a  At  também  x  pertence  a 
B.  O  conectivo  e  colocado  entre  duas 
condições  significa  que  elas  devem  ser 
obedecidas  ao  mesmo  tempo. 

Exemplos 

1?)  (a,  b,  c)  O  (b,  c,  d,  e] 

2?)  [a,  b]  D  (a,  b,  c,  d] 

3?)  [a,  b,  c)  fl  (a,  b,  c]  = 

4?)  [a,  b]  D  íc,  d] 

5?)  [a,  b)  fl  0  = 


[a,  b,  d 


0 


0 
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35.  Propriedades  da  interseção 


Sendo  A,  B  e  C  conjuntos  quaisquer,  valem  as  seguintes  propriedades: 

A  (idempotente) 

A  (elemento  neutro) 

B  n  A  (comutativa) 

(A  fl  B)  fl  C  (associativa) 


lí)  A  n  A 
2?)  A  n  u 

3Í)  A  n  B 

4?)  a  n  (B  n  c) 


Como  mostramos  para  a  operação  de  reunião,  essas  propriedades  são  tam 
bém  demonstráveis  com  auxílio  do  exercício  7. 


36  Conjuntos  disjuntos 


0,  isto  é,  quando  os  conjuntos  A  t  B  não  têm  ele 
mento  comum,  A  e  B  são  denominados  conjuntos  disjuntos. 


Quando  A  O  B 


IX.  Propriedades 

37.  Sendo  A,  B  e  C  conjuntos  quaisquer,  valem  as  seguintes  propriedades 
que  inter-relacionam  a  reunião  e  a  interseção  de  conjuntos: 

lí)  A  U  (A  fl  B)  =  A 

2!)  A  D  (A  U  B)  =  A 

3!)  A  U  (B  n  C)  =  (A  ü  B)  H  (A  U  C) 

(distributiva  da  reunião  em  relação  à  interseção) 

4a)  A  D  (B  U  C)  =  (A  O  B)  U  (A  O  C) 

(distributiva  da  interseção  em  relação  à  reunião). 


Demonstremos,  por  exemplo,  a  1:  ea3:: 

A  U  (A  O  B)  =  (x  I  p(x)  v  (p(x)  a  q(x))]  =  {xl(p(x))J  =  A 

A  U  (B  n  C)  =  (xlp(x)  V  (q(x)  a  r(x))j  =  (xl(p(x)  v  q(x))  a  (p(x)  v  r(x))]  - 

=  [xlp(x)  V  q(x)J  n  íxlp(x)  V  r(x)j  =  (A  U  B)  fl  (A  U  C) 


[a,  b,  c],  B 


Dados  os  conjuntos  A 
A  U  C,  BUCeAUBUC. 


[c,  d]  e  C 


[  c,  e],  determine  A  U  B 


30 


CONJUNTOS 


24  Prove  que  A  c  (A  U  B),  v  A. 


Solução 


(x  E  A  ou  x  E  B) 
é  uma  implicação  verdadeira,  v  x;  portanto: 


x  E  A 


A  C  (AU  B). 


25.  Classifique  em  V  ou  F: 

a)  0  c  (A  U  B) 

b)  (A  U  B)  C  A 

c)  A  D  (A  U  B) 
admitindo  que  A,  B  e  C  são  conjuntos  quaisquer. 


d)  (AUB)C(AU  B) 

e)  B  C  (A  U  B) 

f)  (A  U  B)  C  (A  U  B  U  C) 


Determine  a  reunião  dos  círculos  de  raio  r,  contidos  num  plano  a  e  que  têm  um 

ponto  comum  0  E  a. 


Determine  a  reunião  das  retas  de  um  plano  a  que  são  paralelas  a  uma  dada  reta 
r  de  a. 


28  Dados  os  conjuntos  A 


[a,  b,  Cf  d],  B 

A  n  fí,  a  n  c,  b  n  c  e  a  n  b  n  c. 


\b,  c,  d,  e)  eC 


( c,  e,  f\ ,  descreva 


29.  Prove  que  (A  rl  B)  C  A,  V  A. 


Solução 


x  E  (A  Cl  B)  =>  (x  E  A  e  x  E  B) 
é  uma  implicação  verdadeira,  v  x;  portanto:  (A  D  B)  c  A. 


x  E  A 


30.  Classifique  em  V  ou  F : 

a)  0  C  (A  O  B) 

b)  A  C  (A  n  B) 

c)  A  E  (A  n  B) 

d)  (An  B)  C  (A  n  B) 

e)  (A  n  B)  C  B 

f)  (A  n  B)  d  (a  n  b  n  o 


admitindo  que  A,  B  &  C  são  conjuntos  quaisquer. 
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31.  Considere  os  conjuntos: 

K  =  conjunto  dos  quadriláteros  planos 

P  =  [x  £  Klx  tem  lados  2  a  2  paralelos) 

L  =  [x  G  Klx  tem  4  lados  congruentes) 

R  -  (x  £  Kix  tem  4  ângulos  retos) 

jx  E  Klx  tem  4  lados  congruentes  e  2  ângulos  retos) 

Determine  os  conjuntos: 


Q 


a)  L  n  P 


c)  l  n  r 

d)  Q  n  R 


e)  L  n  Q 

f)  P  U  Q 


b)  R  n  P 


{1,  2,  3),  B 

■■  A  U  C  e  X  n  B 


[3,  4}  e  C 


í  1,  2,  4  ) ,  determine  o  con 


3  2  Dados  os  conjuntos  A  -■ 

junto  X  tal  que  X  U  B 


0. 


Solução 


[1,  2.  3,  4],  então  os  possíveis  elementos  de  X  são:  1,  2,  3  t  4 . 

4'í  X 


a)  X  U  B 


b)  X  n  B  =  0  =>  3  G  X 

Conclusão  X  -  {1,  2). 


e 


33  Determine  o  conjunto  X  tal  que: 


[a,  b,  c,  d)  U  X 


ja,  b,  c,  d,  e  ,  [c,  d]  U  X 


ia,  c,  d,  e|  e 


cj. 


b,  C,  d  n  x 


[n  e  INH  ^  n  <  10),  AÍ1B 


2,  3,  8 


34.  Sabe-se  que  AUBUC 

a  n  c 

Determine  C. 


(2,  7),  B  n  C 


!2,  5,  6  e  A  U  B 


:n  G  IN  1 1  ^  n  ^ 


35  Determine  o  número  de  conjuntos  X  que  satisfazem  a  relação 


[1,2]  C  X  C  {1,  2,  3,  4). 


36.  Assinale  no  diagrama  abaixo,  um  de  cada  vez,  os  seguintes  conjuntos: 

a)  A  n  B  n  C 

b)  A  n  (B  U  C) 

c)  A  U  (B  n  C) 

d)  A  U  B  U  C 


37.  Sejam  os  conjuntos  A  com  2  elementos,  B  com  3  elementos,  C  com  4  elementos. 

Qual  é  o  número  máximo  de  elementos  de  (A  fi  B)  H  C? 
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X.  Diferença  de  conjuntos 

38.  Dados  dois  conjuntos  A  e  B, 
chama-se  diferença  entre  A  e  B  o  con¬ 
junto  formado  pelos  elementos  de  A  que 

não  pertencem  a  B. 


$  Bj 


B 


A 


x 


e  x 


1?)  (a,  b,  c]  -  (b,  c,  d,  e]  =  [a] 

2?)  [a,  b,  c]  -  [b,  c]  =  [a] 

3?)  [a,  b]  -  (c,  d,  e,  f]  = 

4?)  ía,  bj  -  (a,  b,  c,  d,  ej  =  0 


a,  b 


XI.  Complementar  de 


39.  Dados  dois  conjuntos  A  e  B,  tais 
que  B  c  A,  chama-se  complementar  de 
B  em  relação  a  Ao  conjunto  A  -  B,  is¬ 
to  é,  o  conjunto  dos  elementos  de  A  que 
não  pertencem  a  B. 

Com  o  símbolo 

Ca  OU  B 

indicamos  o  complementar  de  B  em  relação  a  A. 

Notemos  que  Ca  só  é  definido  para  B  C  A ,  e  aí  temos: 


C 


B 


A  -  B 


A 


Exemplos 

1?)  Se  A 


[a,  b,  c,  d ,  e\ 


\  c,  d,  e) 


B 


então : 


e 


c 


B 


a,  bj 


A 


\a ,  b,  c,  d) 


2?)  Se 


A 


B 


então: 


C 


B 


0 


A 


\a,  b,  c,  d\  e  B  =  0,  então: 


3“)  Se 


A 


c 


B 


[a,  b,  c,  dj 


A 


A 
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40.  Propriedades  da  complementação 


Sendo  B  e  C  subconjuntos  de  A ,  valem  as  seguintes  propriedades: 

Câ  u  b 


ií)  Câ  n  B 

2;)  Cí  =  0  e  C 

3?)  C»  <CÂ> 


A 


e 


0 


A 


A 


B 


4?)  c 


Câ  u  C 


(B  n  0 


c 


A 


A 


Câ  n  C 


5*)  C 


C 


(B  U  C) 


A 


A 


Provemos,  por  exemplo,  a  2?  e  a  4?: 


c 


A 


e  Aix  é  ai 


0 


X 


A 


c 


0 


[x  E  Alx  E  0) 


A 


A 


c 


(B  n  o 


€  c] 


b  n  c 


Alx 


e  Aix 


B  ou  x 
Alx  $  C]  =  Ca  U  C 


A 


C 


(x  E  Alx  E  Bj  U  íx 


A 


}o,  b,  c,  d],  B 


[c,  d,  e,  f,  g\  e  C 


f b,  d,  e,  g). 


í  8  Sejam  os  conjuntos  A 

Determine: 


B 


c)  C  -  B 

d)  (AU  C)  -  B 


e)  A  —  (B  n  C) 

f )  (AUB)-(Afl  C) 


a)  A 


b)  B  -  A 


39.  Prove  que  {A 


B )  C  A,  VA. 


Solução 


E  B) 


A  implicação  x  E  (A  —  B) 
é  verdadeira  para  todo  x,  então  {A  -  B)  c  A. 


(x  E  A 


e  x 


40.  Classifique  em  V  ou  F  as  sentenças: 


B)  D  0 


a)  (A 


c)  (A  -  B)  C  B 


B)  U  (A  Cl  B) 


d)  (A  -  B)  C  (A  U  B) 


b)  (A 


A 


admitindo  que  A  e  B  são  conjuntos  quaisquer. 
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41.  Dados  os  conjuntos  A  -  [/,  2,  3,  4,  5),  B 

obtenha  um  conjunto  X  tal  que  X  C  A 


Assinale  no  diagrama  ao  lado, 
cada  vez,  os  seguintes  conjuntos: 


a)  A  -  B 


b)  A 


A  U  B 


c)  B  U  A 

d)  A  U  B 

e)  A  n  B 

f)  B  n  A 


43.  Prove  que  A 


A  O  £,em  que  A  e  B  são  conjuntos  quaisquer  do  universo  U. 


B 


Solução 


A  implicação 
x  £  (A  -  B) 

x  G  A  n  B 


(x  £  A  e  xfB) 
é  verdadeira,  v  x; 


(x  G  A  e  x  £  B) 


portanto,  está  provado. 


Classifique  em  V  ou  F  as  seguintes  sentenças: 

a)  (A  -  B)  U  (B  -  A)  =  (A  U  B)  -  (A  D  B) 

b)  AC  B 

c)  (A  -  B)  C  (C  A) 


(C  B)  C  (C  A) 


J 1,  2,  3,  4,  5 ,  6,  7,  SJ.POO  :  y  +  1  K  6tF 


[y  €  E\y  satisfaz p(y) ; 


45.  Sendo E 

determine  F. 


Descreva  os  elementos  dos  conjuntos  abaixo: 

5x  -  6  =  0] 

é  letra  da  palavra  exercício] 

ou  2x  —  1 


íx  I  x2 


A 


fxlx 
[x  ix2 


B 


9] 


C 


9 


2x2 


Íxl2x  +  1 


D 


0 


1 


e 


x 


jxlx  é  algarismo  do  número  234  543] 


E 


47.  Seja  E  = 

a)  a  £  E 

b)  faj  £  E 


\a,  [a)J.  Diga  quais  das  proposições  abaixo  são  verdadeiras. 

e)  0  £  E 

f)  0  C  E 


c)  a  C  E 


d)  a  C  E 
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48.  Sejam  A  e  B  dois  conjuntos  finitos.  Prove  que 

A  U  B 

O  símbolo  nx  representa  o  número  de  elementos  do  conjunto  X. 


n.  +  n 


n 


n 


-\ 


B 


a  n  li  ■ 


49.  Dados  A  e  B  conjuntos  tais  que  n(A  >  =  4,  n(8)  =  5,  e  n(A  Cl  B)  =  i,  determi¬ 
ne  o  número  de  subconjuntos  de  A  U  B. 


50.  Sendo  A,  B  e  C conjuntos  finitos,  estabeleça  uma  fórmula  para  calcular  n 


■l  J  lí  u 


51.  Se  A 


\3n\n  G  IN  j  e  B 
mentos  de  A  H  BI 


. 


n  G  IN  I  n  é  divisor  de  120  .  qual  é  o  número  de  ele- 


i 


52.  Em  uma  escola  que  tem  415  alunos,  221  estudam  inglês,  163  estudam  francês  e 

52  estudam  ambas  as  línguas.  Quantos  alunos  estudam  inglês  ou  francês?  Quantos 
alunos  não  estudam  nenhuma  das  duas? 


53.  Denotando-se  por  X'  o  complementar  de  um  conjunto  qualquer  X,  determine  o 

conjunto  ÍP'  U  (F  fl  Q)],  quaisquer  que  sejam  os  conjuntos  P  e  Q. 


54.  Considerando  os  conjuntos  A,  B  e  C,  representados  ao  lado,  e  sabendo  que 


n(A  U  B)  = 

n(A  Í1  B)  - 

n(B  U  C)  = 

n(A  -  C)  = 

n(B  -  C)  = 

a)  n(A  -  B) 

b)  n(A  n  B  n  C) 

c)  n(B  -  (CU  A)) 

d)  n((A  Cl  B)  -  C) 

e)  n(B  -(ACI  B)) 


24 


4 


16 


I  1 


10,  calcule: 


55.  Sabendo  que  A  e  B  são  subconjuntos  de  U, 

Ã  =  (e,  f,  g,  h,  ij,  A  n  B  =  [c,  dj,  A  U  B 

Quantos  elementos  tem  Al  e  B? 

m  a 

Oh'.:  A  è  o  complementar  de  A  em  U . 


[a,  b,  c,  d,  e,  f  ,  responda: 


Uma  população  consome  três  marcas  de  sabão  em  pó:  A ,  B  e  C.  Feira  uma  pesqui¬ 
sa  de  mercado,  colheram-se  os  resultados  tabelados  abaixo: 


56, 


B 


C 


A  e  B  I  B  e  C  C  e  A  ;  A,  Bell  nenhuma  das  wès 


A 


marea 


número  de 

eons  um  i  dores 


203 


162 


109 


25 


41 


28 


5 


115 
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Forneça: 

a)  o  número  de  pessoas  consultadas; 

b)  o  número  de  pessoas  que  só  consomem  a  marca  A\ 

c)  o  número  de  pessoas  que  não  consomem  as  marcas  ^  ou  C; 

d)  o  número  de  pessoas  que  consomem  ao  menos  duas  marcas. 


57.  Determine  os  conjuntos  A,  B  e  C  que  satisfazem  as  seguintes  seis  condições: 

!z,  x,  v,  u,  t,  s,  r,  q,  pj 


1?)  A  U  B  U  C 
2a.)  A  n  B 

3f)  B  n  c 

4*)  C  n  A 
5!)  A  U  C 
6?)  A  U  B 


ir,  sj 

is,  x; 


1 


Ls,  t 


' 


[p,  q,  r,  s,  t,  u,  v,  xj 
;p,  q,  r,  s,  t,  x,  z| 


58.  Em  certa  comunidade  há  indivíduos  de  três  raças:  branca,  preta  e  amarela.  Saben¬ 
do  que  70  são  brancos,  350  são  não  pretos  e  50 %  são  amarelos,  responda: 

a)  quantos  indivíduos  tem  a  comunidade? 

b)  quantos  são  os  indivíduos  amarelos? 


De  todos  os  empregados  de  uma  firma,  30%  optaram  por  um  plano  de  assistência 
médica.  A  firma  tem  a  matriz  na  capital  e  somente  duas  filiais,  uma  em  Santos 

e  outra  em  Campinas.  45%  dos  empregados  trabalham  na  matriz  e  20%  dos  em¬ 
pregados  trabalham  na  filial  de  Santos.  Sabendo  que  20%  dos  empregados  da  ca¬ 
pital  optaram  pelo  plano  de  assistência  médica  e  que  35%  dos  empregados  da  filial 

de  Santos  o  fizeram,  qual  a  porcentagem  dos  empregados  da  filial  de  Campinas 
que  optaram  pelo  plano? 


Dados  dois  conjuntos  A  e  B,  chama-se  diferença  simétrica  de  A  com  B  o  conjunto 
Aò.B  tal  que: 


(A  -  B)  U  (B  -  A). 

a)  Determine  { a ,  b,  c,  d\  A  jc,  d,  e,  f,  g). 

b)  Prove  que  AA0  =  A,  para  todo  A. 

c)  Prove  que  AAA  —  0,  para  todo  A. 

d)  Prove  que  AAB  =  BàA,  para  A  e  B  quaisquer. 

e)  Assinale  em  cada  diagrama  abaixo  o  conjunto  Ai  B. 


A_tB 


■  1  Desenhe  um  diagrama  de  Venn  representando  quatro  conjuntos,  A,  B,  Ce  D,  não 

vazios,  de  modo  que  se  tenha; 

A  í  B,  B  í  A,  C  D  (A  U  B)  e  D  C  (A  f!  B). 
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LEITURA 


Cantor  e  a  Teoria 

dos  Conjuntos 


Hygino  H.  Domingues 


A  natureza  do  infinito  é  uma  questão  antiga  e  controversa.  Ar- 
quimedes  (287-212  a.C.)  fazia  distinção  entre  infinito  potencial  e  infi¬ 
nito  atual.  Este  último,  que  vem  a  ser  o  infinito  como  algo  completo, 
era  descartado  por  não  haver  nenhuma  evidência  de  que  alguma  cole¬ 
ção  de  objetos  pudesse  corresponder  a  tal  idéia.  O  conjunto  IN,  por 
outro  lado,  é  um  exemplo  de  conjunto  potencialmente  infinito,  pois 
sempre  se  pode  somar  uma  unidade  a  cada  um  cie  seus  elementos 
obtendo-se  outro  número  natural. 

No  século  XVII  Galileu  comparou  os  conjuntos  IN 
{2,  4,  6,  ...  j.  E  assinalou  que,  se  a  idéia  de  infinito  atual  fosse 
válida,  haveria  tantos  números  pares  e  ímpares  reunidos  quanto  pares 

apenas,  posto  que  a  correspondência  /  -*•  2, 2  4f3  -*■  6, ...,  n  -*■  2n, 

...  de  IN*  em  P  é,  como  se  diz  hoje,  biunivoca.  Este  aparente  parado¬ 
xo  deve  tê-lo  levado  a  deixar  de  lado  tais  cogitações. 


2,  3 , 


m  m  m 


não  era  aceita  também  por  certos  teólogos  (São  Tomás  de  Aqui- 


giosa 

no,  por  exemplo)  que  viam  em  Deus  a  única  natureza  absolutamente 
infinita.  E  isso  deve  ter  contribuído  para  que  sua  adoção  fosse  retar¬ 
dada  em  Matemática. 


Curiosamente,  quem  tirou  a  Matemática  dessa  camisa-de-força 
foi  um  homem  de  profunda  fé  religiosa,  Georg  Cantor  (1845-1918). 

Cantor  nasceu  na  Rússia,  na  cidade  de  São  Petersburgo,  mas  aos  1 1 
anos  mudou-se  com  sua  família  para  a  Alemanha,  onde  se  fixou.  Em 
1862  iniciou  o  curso  de  Engenharia  em  Zurique  mas,  depois  de  um  se¬ 
mestre,  deixou-o  para  fazer  Matemática  em  Berlim,  em  cuja  universi¬ 
dade  obteve  o  grau  de  doutor  no  ano  de  1867  com  uma  tese  sobre  teo¬ 
ria  dos  números.  Dois  anos  depois  foi  admitido  na  Universidade  de 
Halle,  onde  transcorreria  sua  carreira  acadêmica. 

Dedicando-se  entre  1870  e  1872  a  pesquisas  na  área  de  análise  ma¬ 
temática,  Cantor  acabou  tendo  sua  atenção  atraída  para  um  assunto 
com  o  qual  seu  espírito  tinha  especial  afinidade:  a  natureza  dos  con¬ 
juntos  infinitos.  E  de  sua  opção  por  este  caminho  nasceria  a  teoria  dos 
conjuntos  como  capitulo  autônomo  da  Matemática. 
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Em  1872,  o  matemático  alemão  Dedekind  dera  o  primeiro  passo 
nesse  sentido  com  a  seguinte  definição  (aqui  em  terminologia  moder 
na):  “Um  conjunto  se  diz  infinito  se  pode  ser  colocado  em  correspon 
dência  biunívoca  com  uma  parte  própria  de  si  mesmo”.  Ou  seja,  aqui 
lo  que  a  Galileu  parecera  um  paradoxo  tornava-se  a  propriedade 
damental  dos  conjuntos  infinitos,  com  todas  as  suas  implicações 

O  grande  mérito  de  Cantor  foi 

perceber,  a  partir  daí,  a  existência 
de  conjuntos  infinitos  de  espécies 
diferentes,  numa  escala  de  grande 
za.  Se  dois  conjuntos,  como  IN*  e 
P,  podem  ser  colocados  em  corres 
pondência  biunívoca,  diz-se  que 
ambos  têm  mesma  potência.  E  foi 
através  dessas  potências  que  Cantor 
hierarquizqu  o  infinito.  Na  primei 
ra  categoria  da  escala  do  infinito  es 
tão  todos  os  conjuntos  com  a  mes 

ma  potência  de  IN*,  entre  os  quais 
estão  P,Ze,  surpreendentemente 
o  próprio  <Q.  Estes  são  os  conjun 
tos  enumeráveis.  A  seqüência  a  se 

guir,  em  que  os  números  são  orde 
nados  pela  sua  altura  (  =  nume 
rador  +  denominador),  dá  uma 

idéia  do  porquê  de  Q*  ser  também 
enumerável: 


■ 


r 


r  v  .1  .*• 


SF 


•  ' 


a 


¥ 


* 


Georg  Fertíinand  Ludwig  Philipp  Cantor 

(I845-I9J8). 


1/1,  1/2,  2/1,  1/3,  2/2,  3/1,  1/4,  2/3,  3/2,  4/1,  ... 

Cantor  mostrou  que  IR  e  (C  têm  a  mesma  potência  e  que  esta  é  superior 
à  dos  enumeráveis.  E  mostrou  ainda  que  a  escala  do  infinito  não  tem 
limites:  sempre  há  potências  maiores  e  maiores. 

Certos  resultados  obtidos  por  Cantor  surpreenderam  a  ele  mes 

mo.  Sob  esse  ponto  de  vista  é  possível  entender  o  porquê  das  duras 
críticas  que  recebeu  de  importantes  matemáticos  de  seu  tempo.  Mas 
para  o  progresso  da  Matemática,  prevaleceram  opiniões  como  a  de  Hil 
bert:  “Do  paraíso  criado  por  Cantor  ninguém  nos  tirará 


* 


T  J 


■ 


CAPITULO 


I.  Conjunto  dos  números  naturais 


41. 


símbolo  IN 


o  conjunto 


Chama-se  conjunto  dos  números  naturais 

formado  pelos  números  0,  13  2 ,  3,  ...  . 


!«,  1,  2,  3,  ...] 


IN 


Neste  conjunto  sao  definidas  duas  operações  fundamentais,  a  adiçao  e 
a  multiplicação,  que  apresentam  as  seguintes  propriedades: 

[A.1]  associativa  da  adição 

(a  +  b)  +  c  = 
para  todos,  a,  b,  c  G  IN. 


a  +  (b  +  c) 


[A. 2]  comutativa  da  adição 

a  +  b 
para  todos  a,  b  E  IN. 

[A. 3]  elemento  neutro  da  adição 


b  +  a 


a  +  0 


a 


para  todo  a  E  IN. 

!  M  1 1  associativa  da  multiplicação 

(ab)c  =  a(bc) 
para  todos  a,  bt  c  £  IN. 
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IM.2]  comutativa  da  multiplicação 

ab  -  ba 

para  todos  a,  b  E  IN. 

elemento  neutro  da  multiplicação 

a  •  1  =  a 
para  todo  a  E  IN . 


[D]  distributiva  da  multiplicação  relativamente  à  adição 

ab  +  ac 


a(b  +  c) 
para  todos  a,  b,  c  < 


IN. 


Veremos  que  os  próximos  conjuntos  numéricos  a  serem  apresentados  são 

ampliações  de  IN,  isto  é,  contêm  IN,  têm  uma  adição  e  uma  multiplicação  com 
as  propriedades  formais  já  apresentadas  e  outras  mais,  que  constituem  justa- 
mente  o  motivo  determinante  da  ampliação. 

Assim,  dado  um  natural  a  ^  0,  o  simétrico  de  a  não  existe  em  IN:  ~a  IN . 
O  resultado  disso  é  que  o  símbolo  a  -  b  não  tem  significado  em  IN  para  todos 
a,  b  E  IN,  isto  é,  em  IN  a  subtração  não  é  uma  operação.  Venceremos  essa 

dificuldade  introduzindo  um  novo  conjunto  numérico. 


62.  Seja  H  o  conjunto  {n  6  IN  12  ^  n  ^  40,  n  múltiplo  de  2,  n  não  múltiplo  de  jj. 

Qual  é  o  número  de  elementos  de  Hl 

63  Um  subconjunto  X  de  números  naturais  contém  12  múltiplos  de  4,  7  múltiplos  de 

6,  5  múltiplos  de  12  e  8  números  ímpares.  Qual  é  ò  número  de  elementos  de  X7 

[nln  =  2p  —  1  e  p  E  fi],  qual  é  a  condição  sobre  B  para  que  n  seja 
um  número  natural  ímpar? 


:  Sendo  A 


U.  Conjunto  dos  números  inteiros 


Chama-se  conjunto  dos  números  inteiros 
conjunto: 


símbolo  Z  —  o  seguinte 


Z  =  ! 


3,  -2,  -1,  0,  1,  2,  3,  ... 


*  *  i 
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No  conjunto  Z  distinguimos  três  subconjuntos  notáveis: 

ÍO,  1,  2,  3,  . 

(chamado  conjunto  dos  inteiros  não  negativos) 

[0,  -1,  -2,  -3,  ...j 

(chamado  conjunto  dos  inteiros  não  positivos) 

3,  —  2,  —  1,  h  2,  3,  •••{ 


Z 


IN 


Z 


z 


* 


(chamado  conjunto  dos  inteiros  não  nulos). 


43.  Operações  em  2 

No  conjunto  Z  são  definidas  também  as  operações  de  adição  e  multipli¬ 
cação  que  apresentam,  além  dc  [A.lj,  [A. 2],  [A. 3],  [M.l],  [M.2],  [M.3]  c  (D], 
a  propriedade: 

[A.4]  simétrico  ou  oposto  para  a  adição 

Para  todo  a  £  Z  existe  -a  £  Z  tal  que 

a  +  (-a)  =  0. 

Devido  à  propriedade  [A.4],  podemos  definir  em  Z  a  operação  de  sub¬ 
tração,  estabelecendo  que  a  —  b  =  a  +  (— b)  para  todos  a,  b  £  Z. 


44.  Os  números  inteiros  e  a  reta 


Os  números  inteiros  podem  ser  representados  sobre  uma  reta  orientada 
por  meio  do  seguinte  procedimento: 

a)  sobre  a  reta  estabelecemos  um  sentido  positivo  e  um  ponto  O  (origem), 

que  representa  o  inteiro  0  (zero): 


o 


b)  a  partir  de  0,  no  sentido  positivo,  marcamos  um  segmento  unitário 
u  ^  0  cuja  extremidade  passará  a  representar  o  inteiro  /: 


o 


i 


c)  para  cada  inteiro  positivo  n ,  a  partir  de  0,  marcamos  um  segmento  de 
medida  nu  no  sentido  positivo  cuja  extremidade  representará  n  e  marcamos  um 
segmento  de  medida  nu  no  sentido  negativo  cuja  extremidade  representará  o 
inteiro 


n. 
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O  resultado  é  este: 


4 


3 


1 


0 


1 


2 


4 


2 


3 


u 


Ü 


u 


J 


u 


u 


u 


-  5  Divisibilidade 


Uma  importante  noçao  que  devemos  ter  sobre  números  inteiros  é  o  con¬ 
ceito  de  divisor. 

Dizemos  que  o  inteiro  a  é  divisor  do  inteiro  b  —  símbolo  a\b  —  quando 
existe  um  inteiro  c  tal  que  ca  =  b. 


(3  c  €  Z  I  ca  =  b) 


aib 


Exemplos 
1?)  2  I  12 

2?)  3  I  -18 

3?)  -5  i  20 
4?)  -2  I  -14 
5?)  41  0 

6?)  01  0 


6  -  2  =  12 
(-6)  -  3  = 

(-4)  (-5)  =  20 
7  •  (-2)  = 

0-4  =  0 
1-0  =  0 


pois 

pois 

pois 

pois 

pois 

pois 


18 


14 


Quando  a  é  divisor  de  b,  dizemos  que  “b  é  divisível  por  a 
tiplo  de  a”. 

Para  um  inteiro  a  qualquer,  indicamos  com  D(a)  o  conjunto  de  seus  divi 
sores  e  com  Mia)  o  conjunto  de  seus  múltiplos. 


3  7 


b  é  múl 


i  £ 


ou 


Exemplos 

1?)  D(2) 

2?)  D(-3) 
3?)  D(0) 


[0,  ±2,  ±4,  ±6,  ...j 
M(— 3)  =  {0,  ±3,  ±6,  ±9,  ...j 

M(0)  =  0} 


(1,  “1,  2,  -2] 

(1,  “T  3,  -31 


M(2 


Z 


Dizemos  que  um  número  inteiro  p  é  primo  quando  p  ^  0,  1  e 

=  U>  -i,  p,  -p\. 


/  e 


D{p) 


Exemplos 
2,  -2,  3,  -3,  5 


5,  7  e  -7  são  primos. 
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6 s.  Quais  das  proposições  abaixo  são  verdadeiras? 

d)  IN  U  Z_  = 

e)  Z+  O  Z_ 

f)  (— 3)2  G  Z 


a)  0  €  IN 

b)  (2  -  3)  €  IN 

c)  IN  C  Z 


Z 


g)  (-4)  (-5)  G  Z 

h)  0  G  Z_ 

i)  (5  -  1 1)  G  Z 


0 


66  Descreva  os  seguintes  conjuntos:  Z)(<5),  D(—I8),  D( 

e  M-9)  H  M{6). 


24)  n  D(16),M{4),M{10) 


67.  Quais  dos  seguintes  elementos  de  Z  não  são  primos:  12, 

1,  49  e  55? 


75,  0,  5,  57,-7,  2,  -4. 


68  Sendo  a  e  b  dois  números  inteiros,  responda: 

a)  D{a)  e  D(b)  podem  ser  disjuntos? 

b)  Que  nome  se  dá  a  um  inteiro  m  tal  que  Z5(a)  H  D(b)  =  D(m)2 

c)  Quando  D(a)  fl  D(b)  -  (7,  —7],  qual  é  a  relação  existente  entre  a  e  bl 

d)  Em  que  caso  ocorre  M(a)  C  A/(7>)? 

e)  Em  que  caso  ocorre  M(a )  O  M(b)  -  M(ab)l 

f)  Que  nome  se  dá  a  um  inteiro  n  tal  que  M(a )  Pi  M(h)  -  M(n)l 


69  Determine  os  seguintes  números  inteiros: 

c)  mdc  (—6,  —14) 

d)  mmc  (2,  3) 


a)  mdc  (2,  3) 

b)  mdc  (~4,  6) 


e)  mmc  (-4,  6) 

f)  mmc  (—6,  - 


14) 


III.  Conjunto  dos  números  racionais 


Dado  um  número  inteiro  q  ^  1  e 

•  (£  Z.  Por  isso  não  podemos  definir  em  Z  a  operação  de  divisão,  dando 

significado  ao  símbolo  Vamos  superar  essa  dificuldade  introduzindo  os  nú¬ 
meros  racionais. 


/,  o  inverso  de  q  não  existe  em 


/ 


Z: 


q 


46  Chama-se  conjunto  dos  números  racionais 
pares  ordenados  (ou  frações) 

adotam-se  as  seguintes  definições: 


Minholu  Q  —  o  conjunto  dos 
em  que  a  G  Z  e  b  G  Z*,  para  os  quais 


a 


b 
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a 


c 


1 a)  igualdade: 


ad  =  bc 


b  d 


ad  +  bc 


a 


c 


2?)  adição: 


+ 


b 


d 


bd 


a_  _c 

b  '  d  bd 


ac 


3?)  multiplicação: 


No  conjunto  dos  racionais  destacamos  os  subconjuntos: 

conjunto  dos  racionais  não  negativos 
conjunto  dos  racionais  não  positivos 

conjunto  dos  racionais  não  nulos 


Q 


+ 


Q* 


a 


Na  fração  — ,  a  é  o  numerador  e  b  o  denominador.  Se  a  e  b  são  primos 

b 

entre  si,  isto  é,  se  mdc(c,  b)  =  1,  dizemos  que  -7-  é  uma  fração  irredutível.  Assim, 

2  3  a  7 

3  5  7  15 

Consideremos  0  conjunto  GT  formado  pelos  números  racionais  com  de 
nominador  unitário :  Q 


b 


6 


as  frações 


são  irredutíveis,  mas 


não  é. 


10 


x 


I  x  t  Z  .  Temos: 


1 


b 


a 


b 


a 


I 


1 


b 


a  +  b 


a 


a  +  b  =  a  +  b 


+ 


1 


1 


1 


b 


a  •  b 


a 


a  •  b  =  a  *  b 


1 


1 


portanto,  os  racionais  com  denominador  igual  a  1  comportam-se  para  a  igual 

dade,  a  adição  e  a  multiplicação  como  se  fossem  números  inteiros.  Assim 

« 

coincidir  com  o  inteiro  x,  decorre  que: 


x 


fazendo  o  racional 


1 


<D' 


c  Q. 


logo 


* 


í 


47.  Operações  em 


Pode-se  verificar  que  a  adição  e  a  multiplicação  de  racionais  apresentam 
as  seguintes  propriedades: 


a 


c 


e 


a 


c 


e 


IA.11 


+ 


+ 


+ 


+ 


b 


d 


f  b 


d 


f 
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a 


c 


c 


a 


[A.2 


+ 


+ 


b 


d  d  b 


a 


a 


+  0 


[A-3] 


b 


b 


a 


a 


0 


[A.41 


+ 


b 


b 


a  c 

-  ■  ‘ - 

b  d 


e 


a 


c  e 
d  '  f 


[M.ll 


f  b 


íL  S 

b  d  d  b 


c  a 


M.21 


a 


a 


[M.31 


b 


b 


a 


c 


e 


a_  _c 

b  *  d  '  b  f 


a  e 


D] 


+ 


+ 


d  f 


b 


a  c  e 

b'  d  f 

propriedades  formais  vistas  para  os  números  inteiros.  Além  dessas,  temos  tam 
bém  a  seguinte: 

[M.4]  simétrico  ou  inverso  para  a  multiplicação 

para  todo 


são  racionais  quaisquer;  portanto,  são  válidas  as  mesmas 


em  que 


a 


a 


£  Q 


0,  existe 


e 


b 


b 


b 


b 


a 


G  (D  tal  que 


1. 


b 


a 


a 


Devido  à  propriedade  [M.4],  podemos  definir  em<Q*  a  operação  de  divi 

são,  estabelecendo  que 

não  nulos. 


d 


a_  .  _ç 

b  '  d  b 


c 


a 


a 


•  —  para 


e 


racionais  quaisquer 


b  d 


c 


4  v  Representação  decimal 


a 


Notemos  que  todo  número  racional 


pode  ser  representado  por  um 


b 


a 


número  decimal.  Passa-se  um  número  racional 


para  a  forma  de  número 
decimal  dividindo  o  inteiro  a  pelo  inteiro  b.  Na  passagem  de  uma  notação  para 

outra  podem  ocorrer  dois  casos: 

1  ?)  o  número  decimal  tem  uma  quantidade  finita  de  algarismos,  diferen¬ 
tes  de  zero,  isto  é,  é  uma  decimal  exata. 


b 
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Exemplos 


3 


27 


3 


0,5 


0,05 


0,027 


1 


2 


20 


000 


2?)  o  número  decimal  tem  uma  quantidade  infinita  de  algarismos  que  se 
repetem  periodicamente,  isto  é,  é  uma  dízima  periódica. 

Exemplos 


1 


0,333...  =  0,3  (período  3) 


3 


2 


0,285714285714...  =  0,285714  (período  285714) 


7 


11 


1,8333...  =  1,83  (período  3) 


6 


Podemos  notar  também  que  todo  número  na  forma  de  decimal  exata  ou 
de  dízima  periódica  pode  ser  convertido  à  forma  de  fração 

representa  um  número  racional. 

Quando  a  decimal  é  exata,  podemos  transformá-lo  em  uma  fração  cujo 
numerador  é  o  numeral  decimal  sem  a  vírgula  e  cujo  denominador  é  o  algaris¬ 
mo  1  seguido  de  tantos  zeros  quantas  forem  as  casas  decimais  do  numeral  dado. 

Exemplos 


a 


e,  portanto 


b 


37 


2631 


634598 


0,37 


2,631 


63,4598 


1  000 


10  000 


100 


Quando  a  decimal  é  uma  dízima  periódica,  devemos  procurar  sua  gera 

triz.  Damos  a  seguir  três  exemplos  de  como  obter  a  geratriz  de  uma  dízima  pe 

riódica 


Exemplo  r. 

x  =  0,777 
10x  =  7,777... 

então:  0,777 


0,777... 


7 


9  »  - 


10x 


7 


x 


x 


9 


7 


■  ■  ■ 


9  ' 


Exemplo  2: 


6,4343... 

-  6,434343...' 
643,434343...; 

6,434343...  = 


637 


x 


100x  -  x  -  637 


x 


100x 


99 


637 


então : 


99 
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Exemplo  3; 


2,57919191 

2,57919191 

257.919191.. . 

25791.919191.. .! 


*  *  * 


X 


a  +  § 


100x 


10  000 x  -  100x  =  25  534 

25  534 


1 0  OOOx 


x 


9  90(  t 


25  534 


2,57919191 


então: 


9  900 


70  Quais  das  seguintes  proposições  são  verdadeiras? 


14 


a)  IN  C  Q 


€0 


Z 


e)  0,474747 


i) 


*44 


2 


21 


1  JJ 

7  ’  3 


C® 


b)Zc® 


) 


é  irredutível 


f) 


14 


121 


131 


c)  o  e  q 


g)  i  e  Q  -  z 


k 


147  150 


2 


E  <D 


1)  r  E0 


r  €0 


d)  517  €0 


h) 


Z 


7 


71 ,  Coloque  na  forma  de  uma  fração  irredutível  os  seguintes  números  racionais:  0,4 ; 

0,444...;  0,32;  0,323232...;  54,2;  5,423423423...  . 


15  11  18  ,  47 

16'  12'  19'  ’  48 


72  Coloque  em  ordem  crescente  os  seguintes  números  racionais: 


2 


e 


3 


73.  Mostre  que,  se  r,  e  r2  são  racionais  e  r,  <  r2,  então  existe  um  racional  r  tal  que 


r,  <  r  <  r2. 


3 


7  4  Represente  sobre  uma  reta  orientada  os  seguintes  números  racionais: 


2, 


1, 


2 ' 


/ 


2 


4 


7 


6 


,  0 


,  1 


,  2, 


e 


2 


4 


3 


3 


3 


75  Calcule  o  valor  de: 


1 


1 


+ 


0,2  •  0,7 


4  •  0,01 


5 


3 


a) 


b)  0,999...  + 


0,5  •  0,2 


3 _ l 

5  15 
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Na  minha  calculadora,  a  tecla  da  divisão  não  funciona.  Nessa  situação,  para  divi¬ 
dir  um  número  por  40,  usando  a  calculadora,  eu  devo  multiplicar  40  por  qual 
número? 


4 


1 


1 


1 


77.  Considere  o  número  a 

Se  ele  for  racional,  coloque-o  na  forma  decimal  e  na  forma  de  fração  irredutível. 


1  + 


+ 


+ 


+ 


+  *  *  * 


10  102  10J 


4 


10 


78.  Suponha  que  um  país  A  tem  uma  renda  per  capita  anual  de  20  000  dólares  e  uma 

população  de  50  milhões  de  habitantes.  Um  outro  país  B  tem  uma  renda  per  capita 
de  10  000  dólares  c  uma  população  de  20  milhões .  Se  os  dois  países  se  fundirem 
para  formar  um  novo  país,  a  renda  per  capita  resultante  estará  mais  próxima  de 
qual  valor? 


9  A  pressão  P  e  o  volume  V  de  um  gás  perfeito  mantido  a  uma  temperatura  constan¬ 
te  satisfazem  a  Lei  de  Boyle  PV  =  constante.  Se  aumentarmos  a  pressão  em  25%, 
em  quantos  por  cento  diminuirá  o  volume  do  gás? 


IV.  Conjunto  dos  números  reais 


9.  Números  irracionais 


Existem  números  cuja  representação  decimal  com  infinitas  casas  decimais 

não  é  periódica.  Por  exemplo,  o  numeral  decimal  0,101001  0001...  (em  que  o 
número  de  algarismos  0  intercalados  entre  os  algarismos  /  vai  crescendo)  é  não 
periódico.  Ele  representa  um  número  não  racional.  Ele  representa  um  número 
irracional. 


Outros  exemplos  de  números  irracionais: 

1,234567891011 
6,202002000 
34,56789101112... 


m  w  m 


50. 


IR 


Chama-se  conjunto  dos  números  reais 
os  números  com  representação  decimal,  isto  é,  as  decimais  exatas  ou  periódi 
cas  (que  são  números  racionais)  e  as  decimais  não  exatas  e  não  periódicas  (cha 
madas  números  irracionais). 

Dessa  forma,  todo  número  racional  é  número  real,  ou  seja: 

(Q  c  IR. 


aquele  formado  por  todos 
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Além  dos  racionais,  estão  em  IR  números  como: 

1.4142136.. . 

3.1415926.. . 

1,010010001... 

chamados  números  irracionais. 

Se  quisermos  outros  números  irracionais,  poderemos  obtê-los,  por  exem¬ 
plo,  por  meio  da  expressão  \p,  em  que  p  é  primo  e  positivo.  São  irracionais: 
3,  % 5,  \  7,  etc. 

Outro  recurso  para  construção  de  irracionais  é  usar  o  fato  de  que,  se  a  é 

irracional  e  ré  racional  não  nulo,  então:  a  +  r,  a  •  r, 

irracionais. 


\  2 


TT 


a 


\ 


r 


a. 


são  iodos 


e 


r 


Of 


Exemplos 


3 


J2  +  1,  i^2 


sao  irracionais. 


2  \5 


Além  deQ,  destacamos  em  IR  três  outros  subconjuntos: 

conjunto  dos  reais  não  negativos 
conjunto  dos  reais  não  positivos 
conjunto  dos  reais  não  nulos. 


IR 


IR 


IR* 


51  Operações  em  IR 


As  operações  de  adição  e  multiplicação  em  IR  gozam  das  mesmas  pro¬ 
priedades  vistas  para  o  conjunto Q.  Em  IR  é  também  definida  a  operação  de 
subtração  e  em  IR*  é  definida  a  divisão. 


52.  Os  números  reais  e  a  reta 


Já  vimos  que  os  números  inteiros  podem  ser  representados  por  pontos 
de  uma  reta: 


2 


4 


3 


2 


1 


0 


3 


4 


1 


■ 


u 
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Analogamente,  os  números  racionais  não  inteiros  também  podem.  Se 
queremos,  por  exemplo,  representar  o  número 

partir  de  0  um  segmento  de  medida 
desse  segmento  representa 
vários  números  racionais. 


! 


sobre  a  reta,  marcamos  a 
u  no  sentido  positivo.  A  extremidade 
.  Na  figura  abaixo  representamos  sobre  a  reta 


2 


1 


2 


1 


2 


3 


2 


2 


3 


1 


O 


1 


\ 


5 


5 


1 


3  9  11 

2  4  4 


1 


3 


2 


2 


2 


4 


3 


Os  números  racionais,  entretanto,  não  preenchem  completamente  a  reta, 
isto  é,  há  pontos  da  reta  que  nâo  representam  nenhum  racionah  Por  exemplo 

entre  os  pontos  1,41  e  1,42  fica  um  ponto  que  representa  J2 

(irracional). 

Quando  representamos  também  sobre  a  reta  os  números  irracionais,  ca¬ 
da  ponto  da  reta  passa  a  representar  necessariamente  um  número  racional  ou 
irracional  (portanto,  real),  isto  é,  os  reais  preenchem  completamente  a  reta. 


1, 414215 


*  #  * 


3 


2 


3 


1 


2 


0 


4 


5 


5 


1 


1 


3 


9  1 1 

2  4  4 


TT 


1 


- 


2 


3 


2 


2 


4 


,3 


2 


% 


3 


Essa  reta,  que  representa  IR,  é  chamada  reta  real  ou  reta  numérica. 


Na  reta  real  os  números  estão  or¬ 
denados.  Um  número  a  é  menor  que 

qualquer  número  x  colocado  à  sua  di¬ 
reita  e  maior  que  qualquer  número  x  à 

sua  esquerda. 


a 


;x  e  R  I  x  <  a 


[x  €  R  |  x  >  a 
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80  Quais  das  proposições  abaixo  são  verdadeiras? 


1 


a)  3  G  IR 


IR  -<D 


3,3)  6  IR  -Q 


d) 


g)  «2 


2 


3x2 


e)  n4  €  IR  -Q 


b)  IN  C  IR 


R  ~<D 


h) 


5 


% 


3x2 


f)  \  4 


c)  Z  C  IR 


IR  -<D 


i) 


5x2 


81.  Prove  que,  se  a,  b,  c,  d  são  racionais,  p  é  primo  positivo  e  a  +  b\p 

então  a 


c  +  d\  p , 


d. 


c  e  b 


Solução 


a  +  b\p 

Como  c  ' 
isto  é,  se  b 


=  c  +  d\p 

a  é  racional,  a  última  igualdade  só  subsiste  quando  (è  -  d)\p  E  Q, 

0,  provando  a  tese. 


(b  -  d)x  p 


c 


a 


d 


0.  Neste  caso,  c 


a 


82.  Mostre  que  y 4  +  2%3 

83.  Mostre  que  existem  a  e  b  racionais  tais  que  \  18  —  8^2  —  a  + 


/  +  xJ, 


2, 


Dados  dois  números  x  e  y  reais  e  positivos,  chama-se  média  aritmética  de  x  com  y 

e  chama-se  média  geométrica  o  real  g 


x  +  y 


o  real  a 


xy.  Mostre  que 


X 


2 


a  ^  g  para  todos  .t,  v  €  IR  . . 


85  a)  Mostre,  por  meio  de  um  exemplo,  que  existe  um  número  irracional  a  tal  que 

a 4  e  a6  são  números  racionais. 

b)  Mostre  que,  se  a  eu 

S6.  Prove  que  x2  (É  (D. 


12 


são  racionais,  então  a  é  racional. 


Solução 


a 


a 


seja  tal  que  x  2 


1.  Admitamos  que  a  fração  irredutível 


b 


b 
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R 


Q 


2 


2b 2 


2 


a  é  par; 


a *  é  par 

3.  fazendo  a  -  2m ,  com  m  6  Z*  temos: 

(2m)2  =  2b 2 

é  par  e  isso  é  absurdo,  pois  mde  (a,  b)  =  L 


2. 


2 


a 


\ 


b 


b2  —  2m2 


b2  é  par 


2 


b 


2b 


a - 


a 


87  Prove  que,  dado  um  número  racional  - 


e  um  número  natural  n  ^  2,  nem  sempre 


h 


a 


è  racionaL 


i  b 


x+l 


88.  Dentre  os  reais  -l}  0,  I,  2  e  3 ,  qual  nào  pode  ser  escrito  sob  a  forma  r 

x  real? 


x 


V.  intervalos 


53.  Dados  dois  números  reais  a  c  b,  com  a  <  b,  definimos: 


a)  intervalo  aberto  de  extremos  a  e  b  é  o  conjunto 

[x  £  IR  I  a  <  x  <  b: 


a,  b 


que  também  pode  ser  indicado  por  a 


b. 


b)  intervalo  fechado  de  extremos  a  e  b  è  o  conjunto 

[a,  b] 

que  também  pode  ser  indicado  por 


|x  £  IR  I  a  <  x  ^  b 


a  1 — I  b. 


c)  intervalo  fechado  à  esquerda  (ou  aberto  à  direita)  de  extremos  a  e  b 

é  o  conjunto 


Sx  G  IR  I  a  <  x  <  b; 


[a,  b[ 

que  também  pode  ser  indicado  por  a 


b. 


d)  intervalo  fechado  à  direita  (ou  aberto  à  esquerda)  de  extremos  a  q  b 
é  o  conjunto 


Jx  e  IR  I  a  <  X  <  b! 


]a,  b] 


que  também  pode  ser  indicado  por  a 


I  b. 


Os  números  reais  a  tb  são  denominados,  respectivamente,  extremo  infe 
rior  e  extremo  superior  do  intervalo. 
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Exemplos 

1?)  12,  5[  : 

2?)  [-1,  4] 


[x  G  IR  I  2  <  x  <  5!  é  intervalo  aberto. 

(x  £  IR  I  -1  <  x  ^  4j  é  intervalo  fechado. 

^  x  <  7  é  intervalo  fechado  à  esquerda. 


2 


2 


x  £  IR  I 


3?) 


7 


5 


5 


<  x  <  a,  2]  é  intervalo  fechado  à  direita. 


x  £  IR  I 


4?) 


3 


Também  consideramos  intervalos  lineares  os  “intervalos  infinitos  "  assim 


J  J 


defin  dos: 


a[  =  Jx  £  IR  I  x  <  aí 
que  também  podemos  indicar  por 

[x  £  IR  I  x  ^  a| 

que  também  podemos  indicar  por 

c)  ]a,  +°°[  =  [x  £  IR  I  x  >  aj 

que  também  podemos  indicar  por  a 

d)  [a,  +»[  =  (x  €  IR  I  x  Sí  a] 

que  também  podemos  indicar  por  a  I 

+  oo[  =  |R 

que  também  podemos  indicar  por 


a) 


QO 


a . 


b 


a 


1  a. 


OO 


+  00, 


+  OO, 


e) 


OO 


OO 


-OO, 


54.  Representação  gráfica 

Os  intervalos  têm  uma  representação  geométrica  sobre  a  reta  real  como 


segue. 


b 


a 


la,  b 


b 


a 


[a,  b] 


b 


a 


[a,  b[ 


D 


a 


]a,  b] 


a 


1 


a 


OO 


]a,  +«>[ 


54 


CONJUNTOS  NUMÉRICOS 


Represente  sobre  a  reta  real  cada  um  dos  seguintes  conjuntos: 


A 


fx  G  IR  I  0  <  x  <  3} 


x  £  IR  I  x  O 


C 


ou  X 


x  G  IR  1-1  <  X  <  0 


x  >  31 


D 


ou 


Descreva,  conforme  a  notação  da  teoria  dos  conjuntos,  os  seguintes  intervalos: 

[1,  +<»[. 


-I,  3  ,  [0,  2  ,  1—3.  4  , 


5 


00 


e 


Utilizando  a  representação  gráfica  dos  intervalos  sobre  a  reta  real,  determine 

a  n  b 


A  U  B 


[0,  d]  e  B  =  U,  41. 


A 


e 


Solução 


3 


0 


A 


1 


4 


B 


1 


3 


a  n  b 


! 


0 


4 


A  U  B 


então  A  n  B 


1.  3 


A  U  B 


0,  4  . 


e 


Descreva  os  seguintes  conjuntos: 

a)  [0,  2]  n  [1,  3} 

b)  10,  2}  n  11,  3[ 


d)  ]-«,  2}  n  [0,  +oo[ 

e)  [-1,  +“1  n 


9 


2 


2 


2 


4 


c) 


n  o 


f)  [!,2i  n  [o,  3i  n  f-i,  4i 


i 


5 


Determine  os  seguintes  conjuntos: 

a)  [-1,  3]  U  [0,  4] 


c)  [-1,  31  U  [3,  5] 


1 


1 


b)  |-2,  1]  U  10,  5 


d) 


0  U 


2  ’  4 


2 


]/,  3[,  determine  L 


e 


Sendo  A 


e  B  - 


A 


55 


CONJUNTOS  NUMf.RlCOS 


1  <  x  ^  31  e  B 


\x  E  IR  I  2  <  x  ^  5i,  calcule 


95,  Sendo  A 

A  U  B. 


\x  €  IR  t 


96.  Sejam  A  =  (-°°;2]efi 


[0;  +  «>)  intervalos  de  números  reais.  Determine  A  M  B. 


97  Determine  a  interseção  dos  conjuntos: 

IR  D  CD;  (INnZ)UQ  e  IN  U  (Z  n  <Q). 


VI.  Conjunto  dos  números  complexos 

55.  Vimos  que  '{a  6  IR+  qualquer  que  seja  o  real  a  não  negativo.  Assim 

por  exemplo,  ^2,  {'5,  (5, 


17 


e  i  7T  são  números  reais. 


s\ 


2 


Desde  que  o  índice  da  raiz  seja  ímpar,  os  radicais  da  forma  $ 


a,  em 

também  representam  números  reais.  É  o  caso,  por  exemplo,  de 


que  a  E  IR 

4-1,  4^32 


+  1 


7  -3 

\  J  ■ 


e 


Se  o  radicando  é  negativo  e  o  índice  da  raiz  é  par,  entretanto,  o  radical 
a  não  representa  elemento  de  IR.  Por  exemplo,  -j—l  não  é  real,  pois: 


1 


fÃ 


2 


1 


X 


X 


e  isso  é  impossível,  pois  se  x 


IR,  então  x2  >  0. 


Resolveremos  definitivamente  o  problema  de  dar  significado  ao  símbolo 

para  todo  número  a ,  introduzindo  no  volume  6  desta  coleção  o  conjunto  (D 
dos  números  complexos,  do  qual  IR  é  um  subconjunto. 


VIL  Resumo 


Os  conjuntos  numéricos  podem 
ser  representados  esquematicamente  pe¬ 
la  figura  ao  lado: 


Observemos  que 

IN  C  Z  c  0  c  IR  C  €. 

Notemos  também  que: 

Z  -  IN  =  conjunto  dos  números 

inteiros  negativos 

Q  -  Z  -  conjunto  dos  números 

racionais  não  inteiros 

conjunto  dos  números 
reais  irracionais. 


IR  -  Q 
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Apêndice 


Princípio  da  indução  finita 


56.  Indução  vulgar 


A  indução  vulgar  (generalização  de  propriedade  após  verificação  de  que 
a  propriedade  é  válida  em  alguns  casos  particulares)  pode  conduzir  a  sérios  en¬ 
ganos  na  Matemática.  Vejamos  dois  exemplos: 


2r  +  1  definida  para  n  €!  (N. 


1?)  Consideremos  a  relação  y 
Temos: 


2-'  +1=2*  +1  =  3 
21'  +  1  =  22  +1=5 

2-  +  I  =  2a  +  1  =  17 

2-  +  1  =  2S  +  1  =  257 

2?  +  1  =  216  +  1  =  65  537 


0 


n 


y 


n 


y 


2  = 


n 


y 


3 


n 


y 


4 


n 


y 


Os  números y  encontrados  são  números  primos.  Fermat  (1601-1665)  acre¬ 
ditou  que  a  fórmula  acima  daria  números  primos,  qualquer  que  fosse  o  valor 
inteiro  positivo  atribuído  a  n.  Esta  indução  é  falsa,  pois  Euler  (1707-1783)  mos¬ 
trou  que  para  n  =  5  resulta  y  =  2r  +  1 
=  64 1  x  6  700  417 ,  isto  é,  resulta  um  número  divisível  por  641  e  que,  portan¬ 
to,  não  é  primo. 


232  +  1 


4  294  967  297 


3n2 


7n 


n 


+  3,  definida  para  todo 


2?)  Dada  a  relação  y 
n  £  IN*,  temos: 


+ 


2 


3 


6 


l3  .  3  •  V-  7-1 


1  +  9-  14  +  18 


+  3 


2 


1 


+ 


II 


y 


6 


2 


3 


6 


23  .  3  •  22  7-2 


8  +  36-28  +  18 


3 


2 


+  3 


+  • 


n 


y 


2 


3 


6 


6 


33  .  3-3*  7-3 


27  +  81  -42  +  18 


+  3 


5 


3 


+  - 


n 


y 


2 


3 


6 


6 


43  3  •  42  7-4 


64  +  144-56  +  18 


-  +  3 


7 


4 


+  • 


n 


y 


6 


2 


3 


6 


57 


CONJUNTOS  NUMÉRICOS 


Poderíamos  tirar  a  conclusão  precipitada:  “ y  é  número  primo,  v  a  G  IN*". 

Essa  indução  também  é  falsa,  pois: 

53  .  3  ■  52  7-5 


125  +  225  -70  +  18 


8. 


5 


+  3 


+ 


n 


y 


6 


2 


3 


6 


57.  É  necessário,  portanto,  dispor  de  um  método  com  base  lógica  que  permi 
ta  decidir  sobre  a  validade  ou  não  de  uma  indução  vulgar. 

Consideremos,  por  exemplo,  a  igualdade: 

1  +  3  +  5  +  ...  +  (2n-  1) 


(n  G  IN*) 

a  soma  dos  n  primeiros  números  ímpares  positi 


2 


n 


que  expressa  a  propriedade: 

#  1)1 
vos  e  n2  . 


« i 


Vamos  verificar  se  ela  é  verdadeira: 


1 


I  =  P  (V) 

1  +  3  =  4  -  22  (V) 

1  +  3  +  .5  -  9  =  32  <V) 


n 


2 


n 


3 


n 


10 


1  +  3  +  5  +  ...  +  19  =  100  =  102  0 


n 


Mesmo  que  continuemos  o  trabalho  fazendo  a  verificação  até  n 
não  estará  provado  que  a  fórmula  vale  para  todo  n  natural,  pois  poderá  existir 
um  n  >  1  000  000  em  que  a  fórmula  falha. 


1  000  000 


58.  Princípio  da  indução  finita 


Para  provarmos  que  a  relação  é  válida  para  todo  n  G  IN*  empregamos 

o  princípio  da  indução  finita  (P.I.F.)  cujo  enunciado  é  o  seguinte: 

% 

Uma  proposição  P(n),  aplicável  aos  números  naturais  n,  é  verdadeira  pa¬ 
ra  todo  n  G  IN,  n  ^  n0,  quando : 


1  ?)  P(n0)  é  verdadeira,  isto  é,  a  propriedade  é  válida  para  n 


n0 ,  e 


2?)  Se  k  G  IN,  k  ^  n0  e  P(k)  é  verdadeira,  então  P(k  +  1)  também  é 


verdadeira . 


Provemos,  por  exemplo,  que: 

1  +  3  +  5  +  ...  +  (2n  1 )  —  n 

1?)  Verifiquemos  que  P(l)  é  verdadeira: 

1  =>  1  =  l2 


(n  G  IN*) 


2 


n 


58 


CONJUNTOS  NUMÉRICOS 


2?)  Admitamos  que  P(k ),  com  k  E  IN*,  seja  verdadeira: 

1)  -  k2  {hipótese  da  indução) 
e  provemos  que  decorre  a  validade  de  P{k  +  1),  isto  é: 

1  +  3  +  5  +  ...  +  <2k  -  1)  +  [2(k  +  1)  -  1]  =  (k  +  \)2. 


1  +  3  +  5  + 


+ 


9  f 


Temos: 


+  (2k- 1)  +  (2k  +  1)  =  k2  +  (2k  +  1) 


k2  +  2k  +  1 


(k  +  l)2. 


1  +  3  +  5  + 


*  ■  ■ 


Demonstre  usando  o  princípio  da  indução  finita. 


n(n  +  1) 


<>8  1  +  2  +  3  + 


,  vn  G  IN*. 


+  n 


*  ■  - 


2 


(n  + 


+  3n) 


2  +  5  +  8  +  ...  +  ...  +  (2  4*  3n) 


vn  €  IN. 


2 


,00.  2o  +  21  +  22  +  .. 


n-l 


1,  vn  G  IN*. 


+  2 


2" 


n(n  +  í)  (2n  +  i) 


l2  +  22  +  32  + 


2 


,  vn  G  IN*. 


+  n 


*  ■  * 


6 


12 


n(n  +  1) 


I3  +  23  +  33  + 


Vn  G  IN*. 


+  n 


*  *  * 


2 


8  1  (32 


IN*. 


1),  vn 


SoiDçáo 


1?)  P{1)  é  verdadeira,  pois  8  I  {3 2  -  1). 

2?)  Admitamos  que  P{k ),  k  G  IN*,  seja  verdadeira 

8  I  (32k  -  1)  (hipótese  da  indução) 
e  provemos  que  8  I  {3^k  +  -  /): 

32(k  +  i>_  i  _ 

então: 

8  I  8  *  32k 
8  l  (32k  -  1) 


32k  +  2-l  =  32k .  32_  J  =  32k(g  +  !)_! 


8  •  3  ■  +  (32k~  1 ) 


8  I  (8  •  32k  +  32k 


8  1  (32(k+1> 


1 


1  • 
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104.  61  n(n  +  1)  (n  +  2),  V  n  G  IN. 


105.  2  I  (n2  +  n),  Vn  G  IN. 

106.  3  I  (n3  +  2n),  Vn  G  IN. 


107.  ,1  +  1)  I  +  I)  ( 


1 


n  +  1,  v n  G  IN*. 


.. .  •  t  1  + 


1  + 


3 


n 


1 


1 


1 


n 


vn  G  IN*. 


108. 


+ 


+ 


+ 


+ 


*  ■  * 


1  •  2 


2  ■  3 


3  •  4 


n(n  +  I) 


n  +  1 


n(n  +  1)  ín  +  2) 


,  vn  G  (N*. 


109.  1  •  2  +  2  •  3  +  3  •  4  +  ...  +  n(n  +  1) 


3 


110  2n  S  n  +  1,  vnGiN*. 


Solução 


I?)  P(l)  é  verdadeira,  pois  2  •  7  ^  1  +  7 . 

2?)  Admitamos  que  P{k),  k  G  IN*,  seja  verdadeira: 

2k  ^  k  +  1  (hipótese  da  indução) 

e  provemos  que  2(k  +  7 )  ^  (k  +  1)  +  1. 

Temos: 

2(k  +  1) 


2k  +  2  ^  (k  +  1)  +  2  >  (k  +  1)  +  1 


111.  2n  >  n,  Vn  G  IN. 


4 


n 


112.  I3  +  23  -f  33  +  ...  +  n3  > 


,  Vn  G  IN*. 


4 


113.  (1  +  a)n  ^  1  +  na,  vn  G  IN 


Va  G  IR,  a  S 


* 


1. 


n(n  -  J) 


114  O  número  de  diagonais  de  um  polígono  convexo  de  n  lados  é  d 


n 


2 


Solução 


1?)  P(3)  é  verdadeira,  pois: 

3(3  -  3) 


3 


d 


0 


n 


3 


2 


e  isso  é  verdade  porque  um  triângulo  não  tem  diagonais. 
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2'?)  Supondo  válida  a  fórmula  para  um  polígono  de  k  lados  (k  ^  3): 

k(k  -  3) 


(hipótese  da  indução) 


d 


k 


2 


provemos  que  ela  vale  para  um  poiígono  de  k  +  1  lados: 

(k  +  1)  [(k  +  1)  -  3] 


(k  +  I)  (k  -  2) 


d 


k  + 


2 


2 


Quando  passamos  de  um  polígono  com  k  vértices  para  um  de  k  +  1 
vértices,  acrescentando  mais  um  vértice,  ocorre  o  seguinte: 

1 .  todas  as  diagonais  do  primeiro  polígono  continuam  sendo  diago¬ 
nais  do  segundo; 

2 .  um  lado  do  primeiro  se  transforma  em  diagonal  do  segundo; 

3.  no  segundo  há  k  —  2  novas  diagonais  (as  que  partem  do  novo 

vértice). 

Vejamos,  por  exemplo,  a  passagem  de  um  quadrilátero  para  um  pen¬ 
tágono: 


(novo  vértice) 


AC  e  BD  são  diagonais 
A  D  é  lado 


AC  e  BD  continuam  diagonais 
AD  se  transforma  em  diagonal 
EB  e  EC  são  diagonais 


Então: 


k2— 3k  +  2k-2  (k+i)(k-2) 


k(k-3) 


d 


dk+l  +  (k-2) 


+  k—  1 


k  +  I 


2 


2 


2 


i  1 5  A  soma  das  medidas  dos  ângulos  internos  de  um  polígono  convexo  de  n  lados 

(n-2)  •  180°. 

3  16.  Se  A  é  um  conjunto  finito  com  n  elementos,  então  .^M),  conjunto  das  partes 

de  A,  tem  2n  elementos. 


é  S 


n 
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LEITURA 


Eudóxio  e  os  Incomensuráveis 


Hygino  H.  Domingucs 


A  descoberta  no  séc.  V  a.C.  da  existência  de  grandezas  incomen¬ 
suráveis  (como  a  diagonal  e  o  lado  de  um  quadrado)  abalou  a  mate¬ 
mática  grega,  dado  o  peso  que  nela  tinha  a  escola  pitagórica.  Afinal 
esta  escola  apoiava-se  na  convicção  de  que  o  universo  numérico  não 

ultrapassava  o  que  hoje  chamamos  de  conjunto  dos  números  racionais 

estritamente  positivos.  Ademais,  o  espírito  do  povo  grego  era  muito 
diferente  do  babilónico,  por  exemplo,  que  aceitava  as  aproximações 
de  números  irracionais  acaso  surgidos  em  algum  problema  sem  ques¬ 
tionamentos  de  ordem  teórica.  Os  pitagóricos,  por  não  encontrarem 
uma  saída  matemática  satisfatória  para  o  impasse,  limitaram-se  sem¬ 
pre,  no  caso  de  razões,  àquelas  entre  grandezas  comensuráveis. 

A  primeira  teoria  das  proporções,  envolvendo  grandezas  incomen¬ 
suráveis,  é  obra  de  Eudóxio  (aproximadamente  408  a  355  a.C.).  Natu¬ 
ral  de  Cnido,  colônia  grega  situada  na  Ásia  Menor,  Eudóxio  é  conside¬ 
rado,  depois  de  Arquimedes 

maior  matemático  da  Antiguidade. 

Muito  jovem,  deixou  sua  cidade  na¬ 
tal  para  estudar  geometria  com  o  pi- 

tagórico  Arquitas.  Depois  seguiu 
para  Atenas,  onde  estudou  filoso¬ 
fia  na  Academia  de  Platão.  Muito 
pobre,  optou  por  morar  na  cidade 
de  Pireu,  a  duas  milhas  de  Atenas, 

onde  a  pensão  era  mais  barata,  fa¬ 
zendo  a  pé,  todos  os  dias,  o  cami¬ 
nho  de  ida  e  volta  à  Academia.  Es¬ 
teve  também  meio  ano  no  Egito 
aprendendo,  e  depois  fundou,  em 

Císico,  uma  escola  que  teve  muito 
êxito.  Com  cerca  de  40  anos  de  ida¬ 
de  voltou  em  visita  a  Atenas,  acom¬ 
panhado  de  alguns  alunos,  sendo 
recepcionado  por  Platão  com  um 
banquete.  Retornou  por  fim  a  Cni¬ 
do  para  ensinar  e  participar  da  vi¬ 
da  da  cidade,  terminando  seus  dias 
cercado  de  prestígio. 


o 


Eudóxio  foi  aluno  da  Acadetnia,  escola  de 
filosofia  criada  por  Platão  ffotof. 

.4  en  trada  da  A  ca  dem  ta  lia-se  a  inscrição: 

'  ‘Que  aqui  n ão  aden  trem  aq u eles  que  n ão 

eon  hecem  ge  ometria 1  *, 
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A  solução  encontrada  por  Eudóxio  para  o  problema  da  incomen- 
surabilidade,  embora  brilhante,  tinha  como  sério  inconveniente  o  fato 
de  ser  meramente  geométrica,  o  que  contribuiu  fortemente  para  que 
nos  dois  milênios  seguintes  a  geometria  se  tornasse  praticamente  a  úni¬ 
ca  base  de  rigor  da  Matemática. 

Eudóxio  introduziu  a  noção  de  grandeza  para  representar  gene¬ 
ricamente  coisas  como  segmentos,  ângulos,  áreas,  volumes  q  tempo, 

por  exemplo,  e  a  idéia  de  múltiplo  de  uma  grandeza  segundo  um  nú¬ 
mero  natural  não  nulo.  Assim,  se  a,  b,  c,  d  são  grandezas  (a  e  b  da 
mesma  espécie;  c  t  d  também  da  mesma  espécie),  o  conceito  de  pro¬ 
porção  segundo  Eudóxio  (e  que  irá  figurar  nos  Elementos  de  Euclides 
como  definição  5,  livro  V)  é  o  seguinte: 

a/b  =  c/d  se,  e  somente  se,  para  quaisquer  naturais  não  nulos 
m  e  n\  (ma  =  nb  =»  mc  =  nd)  ou  (ma  >  nb  =*  mc  >  nd)  ou 
(ma  <  nb  mc  <  nd). 

Com  isso,  no  fundo,  o  conjunto  dos  números  racionais  maiores 
que  zero  fica  dividido  em  duas  classes,  aquela  dos  quocientes  m/n  tais 
que  ma  <  nb  e  a  dos  quocientes  m/n  para  os  quais  ma  >  nb.  Esca¬ 
pou  aos  gregos  destacar  o  ente  definido  por  essas  classes,  ou  seja,  o 
número  real  a  que  é  a  medida  de  b  em  relação  a  a. 

Outra  criação  importante  de  Eudóxio  foi  o  chamado  (atualmen¬ 
te)  método  de  exaustão  para  determinar  áreas  e  volumes  de  figuras  cur¬ 
vas.  Tal  método  baseia-se,  em  última  instância,  num  postulado  que  le¬ 
va  o  nome  de  Arquimedes  mas  que,  segundo  este,  é  devido  a  Eudóxio: 

Dadas  duas  grandezas  não  nulas  de  mesma  espécie,  sempre  há  um 
múltiplo  de  uma  que  supera  a  outra”.  Com  isso  Eudóxio  pôde  provar, 
por  exemplo,  que  as  áreas  de  dois  círculos  estão  entre  si  como  os  qua¬ 
drados  de  seus  raios  e  os  volumes  de  duas  esferas  como  os  cubos  de 
seus  raios. 


íi 


ti 


Resultados  como  esses,  embora  notáveis,  por  não  se  traduzirem 

em  métodos  numéricos,  põem  em  relevo  a  face  negativa  da  matemáti¬ 
ca  de  Eudóxio. 


I.  Par  ordenado 


59.  Par 


Chama-se  par  todo  conjunto  formado  por  dois  elementos.  Assim  ( 1 ,  2], 
[5,  -/},  [a,  b )  indicam  pares.  Lembrando  do  conceito  de  igualdade  de  conjun¬ 
tos,  observamos  que  inverter  a  ordem  dos  elementos  não  produz  um  novo  par: 


I.  2)  = 


2,  1).  3,  -1 


Em  Matemática  existem  situações  em  que  há  necessidade  de  distinguir  dois 

pares  pela  ordem  dos  elementos.  Por  exemplo,  no  sistema  de  equações 


3 


x  4-  y 


1 


x 


y 


1  é  solução,  ao  passo  que  x  =  1  ey  -  2  não  é  solução.  Se  repre¬ 
sentássemos  por  um  conjunto,  teríamos:  [2,  1}  seria  solução  e  [1,  2)  não  seria 
solução.  Há  uma  contradição  pois,  sendo  [2,  1}  =  [/,  2 j,  o  mesmo  conjunto 
é  e  não  é  solução.  Por  causa  disso  dizemos  que  a  solução  é  o  par  ordenado 

(2,  1)  em  que  fica  subentendido  que  o  primeiro  elemento  2  refere-se  à  incógni¬ 
ta  x  e  o  segundo  elemento  1  refere-se  à  incógnita  y. 


2ey 


x 
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60.  Par  ordenado 


Admitiremos  a  noção  de  par  ordenado  como  conceito  primitivo1*'.  Para 
cada  elemento  a  e  cada  elemento  b,  admitiremos  a  existência  de  um  terceiro 
elemento  (a,  b ),  que  denominamos  par  ordenado ,  de  modo  que  se  tenha 


a  =  c  e  b 


d 


(a,  b)  -  c,  d) 


II. 


Representação  gráfica 


Plano  cartesiano 


61. 


Consideremos  dois  eixos  x  e  y  per¬ 
pendiculares  em  0,  os  quais  determinam 
o  plano  a. 


Dado  um  ponto  P  qualquer, 
P  €E  a,  conduzamos  por  ele  duas  retas: 


x'  H  x 


y'  II y. 


e 


Denominemos  P;  a  interseção  de 
x  com  y'  e  P2  a  interseção  de  y  com  x ' . 

Nessas  condições  definimos: 

a)  abscissa  de  P  é  o  número  real  xP  representado  por  P, 

b)  ordenada  de  P  é  o  número  real  yP  representado  por  P2 

c)  coordenadas  de  P  são  os  números  reais  xP  e  yP,  geralmente  indicados 
na  forma  de  um  par  ordenado  (Xp,  yP)  em  que  xP  é  o  primeiro  termo 

d)  eixo  das  abscissas  é  o  eixo  x  (ou  Ox) 

e)  eixo  das  ordenadas  é  o  eixo  y  (ou  Oy) 

f )  sistema  de  eixos  cartesiano  ortogonal  (ou  ortonormal  ou  retangular) 

é  o  sistema  xOy 

g)  origem  do  sistema  é  o  ponto  O 

h)  plano  cartesiano  é  o  plano  a 


(*)  Poderíamos  definir  par  ordenado  como  Kuratowski  fez: 


(a,  b)  =  j|a  ,  la,  b; 


mas  isso  ficaria  fora  do  nívei  deste  curso. 
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Exern  p  lo 

Vamos  localizar  os  pontos 


A(2,  0),  B(0,  -3),  C(2,  5),  D{-3,  4) 


1  _2 
2  *  2 


E(— 7,  -3),  F(4,  -5),  G 


e 


-1  _  JL 

2  ’  2 


H 


no  plano  cartesiano  lembrando  que, 
no  par  ordenado,  o  primeiro  núme¬ 
ro  representa  a  abscissa  e  o  segundo 
a  ordenada  do  ponto. 


Correspondência  entre  pontos  e  pares  ordenados 


Teorema 

Entre  o  conjunto  dos  pontos  Pdo  plano  cartesiano  e  o  conjunto  dos  pa¬ 
res  ordenados  ( Xp,  yP)  de  números  reais  existe  uma  correspondência  biunívoca. 


Demonstração 


Ir  parte 


As  definições  dadas  anteriormente  indicam  que  a  todo  ponto  P,  P  &  a, 
corresponde  um  único  par  de  pontos  (P„  P2)  sobre  os  eixos  x  e  y  respectiva¬ 
mente  e,  portanto,  um  único  par  ordenado  de  números  reais  ( Xp,  yP )  tais  que 

xP  e  yP  são  representados  por  P,  e  P2 ,  respectivamente. 

Pi) 


Esquema:  P 


(Xp,  yP), 


2  r  parte 

Dado  o  par  ordenado  de  números  reais  yP),  existem  P,  G  x  c 
P2  G  y  tais  que  P,  representa  xP  e  P2  representa  yF,  conforme  vimos  no 
item  52. 


Se  construirmos  x'  //  x  por  P2  e  y‘  H  y  por  Ph  essas  retas  vão  concor¬ 
rer  em  P.  Assim,  a  todo  par  ( Xp,  yP )  corresponde  um  único  ponto  P,  P  G  a. 

Esquema:  (*_,  yp) 


(Pj,  P,) 


P. 
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Dê  as  coordenadas  de  cada  ponto  do  plano  cartesiano  abaixo. 


Assinale  no  plano  cartesiano  os  pontos:  A(2,  -3),  B{0,  -4),  C(-4,  -5),  D{-1 , 0), 


1  5 


E(0,  5),  F(5,  4),  G(3,  0),  H(-3,  2),  I 


2  ’  2  /' 


III.  Produto  cartesiano 


63  Sejam  A  e  B  dois  conjuntos  não  vazios.  Denominamos  produto  cartesia¬ 
no  de  A  por  B  o  conjunto  A  x  B  cujos  eiementos  são  todos  pares  ordenados 
(x,  y ),  em  que  o  primeiro  elemento  pertence  a^leo  segundo  elemento  pertence 
a  B. 


E(x,  y)  I  x 

O  símbolo  A  x B  lê-se  “A  cartesiano  B"  ou  “produto  cartesiano  de  .4  por  B'\ 

Se  A  ou  B  for  o  conjunto  vazio,  definiremos  o  produto  cartesiano  de  A 
por  B  como  sendo  o  conjunto  vazio. 

0  X  B 


A  x  B 


A  e  y 


0 


A  X  0 


0 


0x0 
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Exemplos 

1?)  Se  A 

AxB 


U,  2,  3]  e  B 


\  1,  2),  temos 


ÍO,  l)t  (1,2),  (2,  1),  (2,2),  (3,  1),  (3,  2)] 


e 


[(1,  1),  (1,  2),  (1,  3),  (2,  1),  (2,  2),  (2,  3)1 


Bx  A 


e  as  representações  no  plano  cartesiano  são  as  seguintes: 


AxB 


B  x  A 


v 


V 


(1,3)  ,(2,3) 


4 


4 


3 


I 


I 


I 


I 


i 


n,  2>  ^12,  2) 


11,  2)  *|2.  2i 


à 


2 


2 


1 


i 


i 


i 


i 


i 


i 


I 


i 


(2,  11 


i 


(1,  1)  ti2.  V 


(3,  11 


iH,  11 


i 


4 


1 


1 


* 


-1 


1 


i 


: 


i 


i 


i 


i 


i 


i 


x 


; 


3 


1 


2 


1 


2 


x 


\2,  3),  então  o  conjunto  AxA  (que  também  pode  ser  indi 


2?)  Se  A 

cado  por  A 2  e 


íi 


A  dois  )  é: 


se 


(3,  2),  (3,  3)]. 


Ax  A 


2),  (2,  3) 


3 


t 


3?)  Se  A  -  I  x  E  IR  I  /  <  x  <  3 }  e 


B  =  [2],  então  temos 

x,  2)  I  x  G  A). 

A  representação  gráfica  de  A  x  B  dá  co¬ 
mo  resultado  o  conjunto  de  pontos  do 
segmento  paralelo  ao  eixo  dos  x  da  fi¬ 
gura  ao  lado. 


y 


AxB 


2 


I 


I 


l 


! 


: 


: 


3 


1 


x 


4?)  Se ,4  =  fjc  E  IR  I  /  ^  x  ^  3\  e  B  =  [x  E  IR  1  /  x  ^  5  ,  temos 

=  [(■*»  y)  IRJ  li  ^  x  sC  3  e  1  ^  .y  ^  5]  representado  graficamen¬ 
te  no  plano  cartesiano  pelo  conjunto  de  pontos  de  um  retângulo.  Notemos  que 
BxA 

tângulo  distinto  do  anterior. 


AxB 


U  y) 


IR2 1  /  e  /  ^  .y  <  3}  é  representado  por  um  re- 
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i 


AxB 


B  x  A 


V 


y 


i 


5 


i 


1 


3 


1 


i 


: 


I 


J 


: 


E 


3 


1 


1 


x 


5 


X 


Observações 

I  ?)  Se  A  ^  B,  então  AxB  ^  B  x  A,  isto  é,  o  produto  cartesiano  de  dois 
conjuntos  não  goza  da  propriedade  comutativa. 

2?)  Se  A  e  B  são  conjuntos  finitos  com  mç  n  elementos  respectivamente 
então  AxB  é  um  conjunto  finito  com  m  ■  n  elementos. 

3?)  Se  A  ou  B  for  infinito  e  nenhum  deles  for  vazio,  então  AxB  è  um 
conjunto  infinito. 


J 


19  Dados  os  conjuntos 


[1,  3,  41 


í-2,  1] 


-1.  0,  2) 


A 


B 


C 


represente  pelos  elementos  e  pelo  gráfico  cartesiano  os  seguintes  produtos: 


■> 


a)  Ax  B 

b)  B  x  A 


c)  AxC 


e)  B 


f)  C2 


d)  CxA 


20,  Dados  os  conjuntos 


A 


B 


C 


represente  graficamente  os  seguintes  produtos: 

a)  AxB 

b)  AxC 


e)  A2 

f)  C2 


c)  BxC 

d)  CxB 
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! !,  2,  3,  4  e  B 


[ x  £  In  1 1  ^  x  <  4  ] ,  represente  gra- 


Dados  os  conjuntos  A  = 

ficamente  os  conjuntos: 

a)  AxB 

b)  BxA 

c)  (AxB)  U  (BxA) 


122  Sejam  os  conjuntos  A,  B  e  Ctais  que  A  C  B  C  C.  Estabeleça  as  relações  de  in¬ 
clusão  entre  os  conjuntos  AxA,  AxB,  A  xC,  BxA,  BxB,  BxC,  Cx  A,  CxB 

e  CxC  . 


Sabendo  que  [(/,  2),  (4,  2)}  C  A 
o  conjunto  A  2. 


2 


e  n(A2) 


9,  represente  pelos  elementos 


Solução 

O  número  de  elementos  de  A  2  é  igual  ao  quadrado  do  número  de  elemen 
tos  de  A;  portanto: 


n(A2)  =  [n(A)p 


2 


[n(A)P  =  9 


n(A)  =  3. 


Se  A  é  um  conjunto  de  3  elementos,  (1,  2)  £  A2  e  {4,  2)  £  A 
cluímos  que  A 


2 


con- 


[/,  2,  4 j. 


Assim  sendo 

AxA 


(1,  D,  0,  2),  (1,  4),  (2,  1),  (2,  2),  (2,  4),  (4,  1),  (4,  2),  (4,  4)j. 


124.  Se  ((/,  -2),  ( 3 ,  0)J  C  A2  e  n(A2) 

mentos. 


16,  então  represente  A  2  pelos  seus  ele- 


125.  Considerando  A  C  B,  {(0,  5),  (-/,  2),  (2,  —  /)]  C  AxB  e  n(AxB) 

presente  AxB  pelos  seus  elementos. 


12,  re- 


1 26  Sejam  F 

FxG. 


[1,  2,  3,  4)  e  G 


[3,  4,  7\.  Determine  o  número  de  elementos  de 


3 


Dados  os  conjuntos  A 
represente  graficamente  AxB. 


U  [xE  m\2<x<3\cB=\xE  IRI7^jc^2), 


1, 


2 


12f*  Seja  Z  o  conjunto  dos  números  inteiros.  Sejam  ainda  os  conjuntos 

\3,  4,  51.  Qual  é  o  número  de  elementos  do 


E  Zl-/  <  *  <  2\tB 


A 


\(x,  >0  £  AxBíy  >  x  +  4 J? 


conjunto  D 


70 


RELAÇÕES 


IV.  Relação  binária 


64.  Consideremos  òs  conjuntos  A  =  {2,  3,  4) 
e  B  =  [2,  3,  4,  5,  6).  O  produto  cartesiano  de 
A  por  fiéo  conjunto 

AxB 


y 


1  í  ' 
5-  -  v  - 


6 


i 


i 


i(x,  y)  |  x  G  A  e  yGB] 


è 


5 


i 


j 


! 


formado  por  3  •  5 

tados  na  figura  ao  lado.  Se  agora  considerar¬ 
mos  o  conjunto  de  pares  ordenados  (x,  >>)  de 

AxB  tais  que  x\  y  (lê-se:  x  é  divisor  de  y) 

teremos 


15  elementos  represen- 


i- 


4 


T 


i 


i 


i 


3 


V 


i 


i 


i 


< 


i 


t- 


2 


! 


A  X  B  I  x  I  yj  - 

=  [(2,  2),  (2,  4),  (2,  6),  (3,  3),  (3,  6),  (4,  4)) 

que  é  chamado  relação  entre  os  elementos  de 

A  e  de  B  ou,  mais  simplesmente,  uma  rela¬ 
ção  binária  de  A  em  B. 

O  conjunto  R  está  contido  em4x5e 
é  formado  por  pares  (x,  y),  em  que  o  elemen¬ 
to  x  de  A  é  “associado”  ao  elemento  y  de  B 
mediante  um  certo  critério  de  ‘  ‘relacionamen¬ 
to”  ou  “correspondência 

Será  bastante  útil  a  representação  da  re¬ 
lação  por  meio  de  flechas,  como  na  figura  ao 
lado. 


(x,  y) 


R 


! 


! 


4 


. 


I 


I 


1 


I 


I 


4 


2  3 


x 


*3 


3 


*5 


:  2 


•2 


6 


4 


4 


B 


A 


65.  D,ados  dois  conjuntos  A  e  B,  chama-se  relação  binária  de  A  em  B  todo 
subconjunto  R  de  AxB. 


R  é  relação  binária  de  A  em  B 


R  C  AxB. 


Se,  eventualmente,  os  conjuntos  A  e  B  forem  iguais,  todo  subconjunto 
de  A  xA  é  chamado  relação  binária  em  A. 


R  é  relação  binária  em  A 


R  C  Ax  A. 


Utilizaremos  as  seguintes  nomenclaturas  já  consagradas: 

conjunto  de  partida  da  relação  R 
conjunto  de  chegada  ou  contradomínio  da  relação  R. 


A 


B 
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Quando  o  par  (x,  y)  pertence  à  relação  R,  escrevemos  xRy  (lê-se: 


(  í 


a-  e  r  r  e 


y”)- 


(x,  y)  €  R 


x  R  y 


e  se  o  par  (x,  y)  não  pertence  à  relação  R,  escrevemos  xfiy  (lê-se: 
erre  v”), 


4  í 


x  nao 


(X,  y)ÇR 


x 


Exemplos 


1?)  Se  A  =  [1,  2,  3,  4,5)  e  B 

da  relação  R  =  {(x,  ^)lx  <  y)  de  A  em  BI 

Os  elementos  de  R  são  todos  os  pares  ordenados  de  A  x  B  nos  quais  o 
primeiro  elemento  é  menor  que  o  segundo,  isto  é,  são  os  pares  formados  peia 
associação  de  cada  elemento  x  £  A  com  cada  elemento  de  y  €  B  tal  que 
x  <  y”. 


[1,  2,  3,  4) 


quais  são  os  elementos 


J 


it 


Temos,  então: 


(1,  2),  (1,  3),  (1,  4),  (2,  3),  (2,  4),  (3,  4)1. 


R 


[1,  2,  3,  4,  5)ç  B 
da  relação  binária  R  de  A  em  assim  definida:  rRy 


{/,  2,  3,  4,  5,  6),  quais  são  os  elementos 

x  +  2? 


y 


Fazem  parte  da  relaçao  todos  os  pares  ordenados  (x,  y)  tais  que  xG/1 


1 


y  t  B  e  v 


x  +  2 . 


Utilizando  as  representações  gráficas: 


Y  T 


I 


( 


I 


! 


t 


t 


è 


6 


1 


! 


i 


i 


1 


! 


I 


1 


£ 


&  ~r 


-t- 


i 


i 


1 


•  2 


L 


2 


4 


•  3 


i 


i 


3 


! 


I 


I 


* 


3 


+- 


*  4 


4 


! 


1 


I 


í 


*  5 


l---à 


5  * 


2  ■ 


-è 


T 


3 


I 


I 


6 


i 


! 


í 


I 


1 


-* 


I 


I 


1 


5 


I 


I 


I 


A 


B 


1 


2  3  4  5 


x 
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\-l,  0,  1,  2),  quais  são  os  elementos  da  relação 

y*  J? 

Fazendo  a  representação  gráfica,  notamos  que: 

D,  (-1 


3?)  Se  A 


[(x,  >>)  G  A*\x 


R 


2 


(0,  0),  (1,  1),  (1 


1),  (-1,  1),  (2,  2)1. 


R 


* 


J 


v 


2 


L 


i 


I 


I 


1 


A 


I 


i 


I 


I 


E 


1  r 


2 


1 


x 


i 


i 


í 


1 


i 


■4- 


T 


i 


1 


! 


B 


4?)  Se  ^4  =  [jc  G  IR  I  i  ^  x  ^  3}  e  B  -  [7  £  IR  I  /  O  <  2],  pede-se 

a  representação  cartesiana  de  AxB  e  R  =  ((x,  j>)  G  i4  xBljy 


á 


* 


A  x  B 


V 


y 


1 


1 


2 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


! 


! 


3 


1 


1 


3 


x 


x 


I)  Enumere  pares  ordenados 
II)  represente  por  meio  de  flechas 
III)  faça  o  gráfico  cartesiano 

das  relações  binárias  de  A 

definidas  por: 

a)  x  R  y 

b)  xSy 

c)  x  T  y 


i~2,  -1,  0,  1,  2}  em  B 


{ -3,  ~2, 


1,  I,  2,  3,  4 


d)  x  V  y 


2 


x  +  y  >  2 


x  +  y 


2 


2 


e)  x  W  y  <= 


y 


lyl 


x 
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Dado  o  conjunto  A  =  [7,  2,  3,  4,  5,  6 ),  enumere  os  pares  ordenados  e  construa 

o  gráfico  cartesiano  da  relação  R  em  A  dada  por: 

R  =  [(x,  y)  €  A2 1  mdc  (x,  y)  =  2j. 


Seja  o  conjunto  A  = 

R  em  A  definida  por: 


(/,  2,  3,  4,  5,  6 j.  Construa  o  gráfico  cartesiano  da  relação 


x  R  y 

í  32  Dado  o  conjunto  A  =  [m  €  Z I  —  7  <  m  C  7),  construa  o  gráfico  cartesiano 

da  relação  binária  R  em  A  definida  por: 

x  R  y 


x  e  y  sao  primos  entre  si. 


2 


2 


25. 


x4  +  y 


V.  Domínio  e  imagem 


Domínio 


Seja  R  uma  relação  de  A  em  B. 

Chama-se  domínio  de  R  o  conjunto  D  de  todos  os  primeiros  elementos 

dos  pares  ordenados  pertencente  a  R. 


y,  y  E  Bl(x,  y)  E  R 


x  E  D 


Decorre  da  definição  que  D  C  A, 


6  Imagem 


Chama-se  imagem  de  R  o  conjunto  lm  de  todos  os  segundos  elementos 
dos  pares  ordenados  pertencentes  a  R. 


3  x.  x 


y  E  Im 


A  1 (x,  y)  E  R 


Decorre  da  definição  que  Im  C  B. 


Exemplos 

1?)  Se  A 
imagem  da  relação  R 


[0,  2,  3,  4}qB 

[(x  y)  € 


=  [1,2,  3,  4 ,  5,  6},  qual  é  o  domínio  e  a 
A  x  B I  y  é  múltiplo  de  x]? 
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Utilizando  o  esquema  das  flechas 

é  fácil  perceber  que  D  é  o  conjunto  dos 

elementos  de  A  dos  quais  partem  flechas 

e  que  /méo  conjunto  dos  elementos  de 
B  aos  quais  chegam  flechas;  portanto: 


o 


m 


•2 


2 


•6 


3 


*3 


4 


•  4 


B 


A 


B 


[(2,  2),  (2,  4)  (2,  6),  (3,  3),  (3,  6),  (4,  4)) 

[2,  3,  4,  6] 


R 


2,  3,  4] 


D 


Im 


íx  e  IR)  /  ^  X  ^  3 j  e  B 


[y  E  IR  I  1  ^  y  ^  4\,  qual  é 


2?)  Se  A 

o  domínio  e  a  imagem  da  relação  R 


2xJ? 


(x,y)EAxBly 


Utilizando  a  representação  cartesiana,  temos: 


{x  €  IR  1  1  <  x  ^ 


G  IR  I  2  <  y  < 


D 


e 


fe 


á 


Y 


Y 


i 


4 


A  x  B 


j 


4 


:: 


i 


i 


* 


Im 


3 


3 


B 


i 


2 


! 


2 


i 


1 


1 


-r 


r- 


i 


I 


i 


2  3 


1 


1 


3 


x 


X 


D 


A 


Estabeleça  o  domínio  e  a  imagem  das  seguintes  relações: 


J2,  s  2),  (1 


a)  [(I,  1),  (1,  3),  (2,  4)1 


3,  I)] 


d 


H- 


% 


3 


1 


5 


b)  (-2,  4),  (-1,  1),  (3,  -7),  (2,  1)1 


e)  3 


0 


1 


1 


1 


1 


2 


2 


2 


c)  ((2,  1),  (1,  -3),  (5,  m 
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134  Estabeleça  o  domínio  e  a  imagem  das  relações  binárias  do  exercício  129. 


/.  0,  1,  2,  3,  4,  5],  B  =  1-2, 


[-2, 


1,  0,  1,  2}  e  R 


135.  Sejam  os  conjuntos  A 

a  relação  binária  de  A  em  B  definida  por 


2 


x  R  y 

a)  Enumere  os  pares  ordenados  de  R. 

b)  Enumere  os  elementos  do  domínio  e  da  imagem  de  R. 

c)  Faça  o  gráfico  cartesiano  de  R. 


x 


y  • 


13í  Qual  é  o  domínio  da  relação 


2 


f 


(x,  y)  E  IR  x  IR  1  y 


7 


2 


4 


x 


jxGlRl  /  íxí  6)  emfl  =  [yE  IR 


137  Se  R  é  a  relação  binária  de  A 

definida  por 


xRy  t 


2y 


x 


forneça: 

a)  a  representação  cartesiana  de  A  x  B; 

b)  a  representação  cartesiana  de  R; 

c)  o  domínio  e  a  imagem  de  R. 


jor  £  Z  l  -2  ^  a  <  5 )  em 


13*?.  Se  R  e  S  são  as  relações  binárias  de  A 

B  =  (y  G  Zl-2  í  y  $  i|  definidas  por: 

2  divide  (x  -  y) 

(x  -  1  f  =  (y  -  2)2. 


x  R  y 
x  S  y 

forneça: 

a)  as  representações  cartesianas  de  R  e  de  S; 

b)  o  domínio  e  a  imagem  de  R  e  de  S; 

c)  R  n  S. 


VI.  Relação  inversa 


68.  Dada  uma  relação  binária  R  de  A  em  B,  consideremos  o  conjunto 

R  '  -  {(y,  x)  <E  B  X  A  I  (x,  y)  G  R]. 

Como  R~!  é  subconjunto  de  BxA,  então  R~‘  é  uma  relação  binária  de 
B  em  A,  à  qual  daremos  o  nome  de  relação  inversa  de  R. 


(y,  X)  G  R 


(x,  y)  G  R 


76 


RELAÇÕES 


é  o  conjunto  dos  pares  ordenados  obti¬ 
dos  a  partir  dos  pares  ordenados  de  R  invertendo-se  a  ordem  dos  termos  em 

cada  par. 


Decorre  dessa  definição  que  R 


i 


Exemplos 


[1,  3,  5,  7 j,  quais  são  os  elementos  de 


[2,  3,4,5 } 


1?)  Se  A 

>■)  G  AxB\x  < 


e  B 


e  de  R  '1 


R 


Utilizando  o  esquema  das  flechas 


J 


í(2.  3),  (2,  5),  (2,  7),  (3,  5),  (3,  7),  (4,  5),  (4,  7),  (5,  7) 


temos:  R 

e  R 


í(3,  2),  (5,  2),  (7,  2),  (5,  3),  (7,  3),  (5,  4),  (7,  4),  (7,  5)}, 


1 


[x  e  IR  1 1  <  *  ^  4)  e  B 

sentar  no  plano  cartesiano  as  relações  R  = 

inversa 


\y  G  IR  I  2  ^  y  ^  8\,  repre 


AxB\y  =  2x !  e  sua 


y ) 


v 


V 


R 


8 


i 


R 


i 


4 


2 


i 


1 


i 


i 


8 


x 


4 


2 


1 


x 
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VIL  Propriedades  das  relações 


69.  São  evidentes  as  seguintes  propriedades: 

1?)  D(R~‘) 

isto  é",  o  domínio  de  R 

2a)  Im(R-') 

isto  é,  a  imagem  de  R 

3  a)  (R-1) 

isto  é,  a  relação  inversa  de  R 


Im(R) 


é  igual  à  imagem  de  R. 


D(R 


é  igual  ao  domínio  de  R. 


i 


R 


é  a  relação  R. 


Enumere  os  elementos  de  R 


,  relação  inversa  de  R,  nos  seguintes  casos: 


(d,  2),  (3,  I),  (2,  3)j 

(0.  “D,  (2,  -1),  (3,  -1),  (-2,  1)3 

f(— 3,  -2),  (1,  3),  (-2,  -3),  (3,  1)) 


a)  R 


b)  R 


c)  R 


i 


Enumere  os  elementos  e  esboce  os  gráficos  de  R  e  R  relações  binárias  em 

A  =  [x€  IN  \x  ^  10],  nos  seguintes  casos: 

a)  R  -  f(x,  y)  e  A2 1  x  +  y  -  8; 

b)  R  =  t(x,  y)  G  A2 1  x  +  2y  -  10J 

c)  R  =  f(x,  y)  E  A2 1  y  =  (x  -  3)2  +  13 

d)  R  =  f(x,  y)£A2ly  =  2*} 


!R  I ;  <  *  ^  6\,  B 


£  IR  1 2  í  y  í  /O :  e 


141  Dados  os  conjuntos  A 

as  seguintes  relações  binárias: 


|(x,  y)  G  AxBIx 
((x,  y)  G  AxBly  =  2xj 
((X,  y)  G  AxBly  =  x  +  2] 
[(x,  y)  G  AxBIx  +  y  =  7] 


y 


a)  R 

b)  S 

c)  T 

d)  V 

dê  o  gráfico  cartesiano  dessas  relações  e  das  respectivas  relações  inversas. 
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I.  Conceito  de  função 


Exemplos  iniciais 


Vamos  considerar,  por  exemplo,  os  conjuntos 

(0,  1,  2,  3] 

e  as  seguintes  relações  binárias  de  A  em  B: 

x  +  1] 


H,  o,  1,  2,  3] 


A 


B 


e 


í(x,  y)  G  A  x  B  í  y 


R 


í(x,  y)  G  A  X  B  I  y2 

í(x,  y)  6  AxBly 

x,  y)  G  A  X  B  I  y 


x2} 


S 


T 


x 


D2  -  1] 


V 


í(x,  y) 


2] 


W 


A  x  B  I  y 


Analisando  cada  uma  das  relações,  temos: 


((0,  !),(!,  2),  (2,  3)J 


o 


i 


Para  cada  elemento  x  G  At  com 

exceção  do  3,  existe  um  só  elemento 
y  G  B  tal  que  (x,  y)  G  R . 

Para  o  elemento  3  G  A,  não  exis¬ 
te  y  £  B  tal  que  ( 3 ,  y)  G  R . 


*  o 


i 


•  i 


2 


•  2 


3* 


*  3 


B 


A 
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(0,  0),  (1,  1),  (1 


b)  s 


D,  (2,  2) 


y 


Para  cada  elemento  x  EA,  com 
exceção  do  l ,  existe  um  só  elemento 

y  G  B  tal  que  (jç  y)  G  S.  Para  o  ele¬ 
mento  /  G  A  existem  dois  elementos  de 
B,  o  I  e  o 


1,  tais  que  (],  1)  G  S  e  (I, 


S. 


n 


f(0,0),(l,  1),  (2,  2),  (3,3)) 

Para  todo  elemento  x  G  A 
exceção,  existe  um  só  elemento  y  G  B 
tal  que  ( x ,  v)  G  T. 


c  T 


o 


sem 


y 


*  o 


i  * 


*  i 


2 


*  2 


3 


•  3 


A 


6 


0 


1 


Para  todo  elemento  x  £  A,  sem 

exceção,  existe  um  só  elemento  y  £  B 


*  o 


i 


*  i 


2 


*  2 


3 


*  3 


A 


B 


e)  W  =  ({0,  2),  (1,  2),  (2,  2),  (3,  2)] 


Para  todo  elemento  x  £  A,  sem 
exceção,  existe  um  só  elemento  y  £  B 
tal  que  (x,  y)  £  W , 


o 


*  o 


i 


*  i 


2 


*  2 


*  3 


3 


B 


A 


As  relações  Tf  V,  W \  que  apresentam  a  particularidade:  “para  todo  x  £  A 

existe  um  só  y  £  B  tal  que  (x,  y)  pertence  à  relação”,  recebem  o  nome  de  apli¬ 
cação  de  A  em  B  ou  função  definida  em  A  com  imagens  em  B. 
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II.  Definição  de  função 


71.  Dados  dois  conjuntos  A  e  Bn,  não  vazios,  uma  relação  /de  A  em  B  re¬ 
cebe  o  nome  de  aplicação  de  A  em  B  ou  função  definida  em  A  com  imagens 
em  B  se,  e  somente  se,  para  todo  x  E  A  existe  um  só  y  E  B  tal  que  (x,  y)  6  f. 


(Vx  E  A,  31  y  E  Blíx,  y)  E  f) 


/  é  aplicação  de  A  em  B 


Esquema  de  flechas 


Vejamos  agora,  com  o  auxílio  do  esquema  das  flechas,  que  condições  de 
ve  satisfazer  uma  relação  f  de  A  em  B  para  ser  aplicação  (ou  função). 


1?)  É  necessário  que  todo  elemento  x  E  A  participe  de  pelo  menos  um 
par  (x,  y)  E  /,  isto  é,  todo  elemento  de  A  deve  servir  como  ponto  de  partida 

de  flecha . 


2?)  É  necessário  que  cada  elemento  x  E  A  participe  de  apenas  um  único 
par  (x,  y)  E  /,  isto  é,  cada  elemento  de  A  deve  servir  como  ponto  de  partida 

de  uma  única  flecha. 


Uma  relação  / não  é  aplicação  (ou  função)  se  não  satisfizer  uma  das  con 
dições  acima,  isto  é: 


1  ?)  se  existir  um  elemento  de  A  do 
qual  não  parta  flecha  alguma  ou 


f não  ê  função 


2°)  se  existir  um  elemento  de  A  do 
qual  partam  duas  ou  mais  flechas. (*) 


f  nao  é  íunçào. 


(*)  Em  iodo  o  nosso  estudo  dc  funções,  fica  estabelecido  que  A  e  B  sao  conjuntos  formados  de  números  reais, 

isto  é,  A  e  B  comidos  em  IR, 
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73  Gráfico  cartesiano 


Podemos  verificar  pela  representação  cartesiana  da  relação  /  de  A  em  B 
se  fé  ou  não  função:  basta  verificarmos  se  a  reta  paralela  ao  eixoy  conduzida 
peio  ponto  (jc,  0),  em  que  x  E  A,  encontra  sempre  o  gráfico  de  f  em  um  só 
ponto. 


Exemplos 

1?)  A  relação  / de  A  em  IR.  com 


í 


V 


fx  e  ir 


A 


3 


representada  ao  lado,  é função,  pois  to¬ 
da  reta  vertical  conduzida  pelos  pontos 
de  abscissa  x  G  A  encontra  sempre  o 
gráfico  de  f  num  só  ponto 


i 


I  (Ml 


'  i  I 


I 


* 


3 


1 


X 


2?)  A  relação  /de  A  em  IR,  repre- 

em  que 


y 


ao 


s 


|x  e  IR  I  -2  5$  x  ^  2; 


A 


■> 


não  é  função,  pois  há  retas  verticais  que 
encontram  o  gráfico  de  /  em  dois 

pontos. 


2 


2 


x 


3?)  A  relação /de  A  em  IR,  repre¬ 
sentada  ao  lado 


em  que 


V 


T 


fx  e  IR  1 0  $:  X  ^  4 ] 


A 


S 


não  é  função  de  A  em  IR,  pois  a  reta  ver¬ 
tical  conduzida  pelo  ponto  (/,  0)  não 
encontra  o  gráfico  de  f.  Observemos  que 


íx  6  IRI2  <  x  <  4!. 


B 


1  2 


3 


4 


x 
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çao 


a) 


i 


2* 


A 


C) 


T 


1 


1 


1 


0 


1 


2 


A 


B 


Quais  dos  esquemas  abaixo  definem  uma  função  de  A 


{ 0,  1,  2)  em 


0,  L  2]? 


B 


b) 


o 


*  0 


1 


*-1 


s 


R 


0 


*0 


1  *- 


1 


1 


•  1 


2 


2 


2 


•2 


d) 


T 


1  * 


*0 


0 


*  1 


1 


2 


*  2 
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144.  Quais  das  relações  de  IR  em  IR ,  cujos  gráficos  aparecem  abaixo,  são  funções?  Jus¬ 
tifique. 


a) 


b 


v 


ÍÍI.  Notação  das  funções 


74.  Toda  função  é  uma  relação  binária  de  A  em  B\  portanto,  toda  função 
é  um  conjunto  de  pares  ordenados. 

Geralmente,  existe  uma  sentença  aberta  y  =  /(x)  que  expressa  a  lei  me¬ 
diante  a  qual,  dado  x  E  A,  determina-se  y  E  B  tal  que  (x,  y)  E  /,  então 

A,  y  E  B  e  y  =  f(x)) . 

Isso  significa  que,  dados  os  conjuntos  A  e  B,  a  função / tem  a  lei  de  cor¬ 
respondência  y  =  /(x). 

Para  indicarmos  uma  função  /,  definida  em  A  com  imagens  em  B  segun¬ 
do  a  lei  de  correspondência  y  -  /(x),  usaremos  uma  das  seguintes  notações: 

f:  A  -*■  B  tal  que 


/  =  (x,  y)  i  x 


I 


f:  A 


B 


ou 


f(x) 


f(x) 


X 


X 


y 
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Exemplos 


B  tal  que  y  =  2x 

é  uma  função  que  associa  a  cada  x  de  A  um  y  de  B  tai  que  y  -  2x. 

IR  tal  que  y  =  x 

é  uma  função  que  leva  a  cada  x  de  IR  um  y  de  IR  tal  que  y  —  x2. 

IR  tal  que  y  =  çx 

é  uma  função  que  faz  corresponder  a  cada  jcE  IR ,  um  vG  IR  tal  que  y  —  \  X. 


1  ?)/:  A 


2?)  /:  IR 


2 


3?)  /:  IR 


Imagem  de  um  elemento 


Se  (a,  o)  E  /,  como  já  dissemos  anteriormente,  o  elemento  b  é  chama¬ 
do  imagem  de  a  pela  aplicação  /  ou  valor  de  /  no  elemento  a ,  e  indicamos: 

f(a)  =  b 


que  se  lê  “/de  a  é  igual  a  b 


Exemplo 


Seja  a  função 

f:  IR  IR 


2x  +  1,  então: 


x 


a)  a  imagem  de  0  pela  aplicaçao  f  é  1,  isto  é: 

2  ■  0  +  I  =  1 


f(0 


b)  a  imagem  de  -2  pela  aplicação  f  é  -3,  isto  é: 

2  ■  (-2)  +  1 


f(-2) 


3 


c)  analogamente 


I 


1 


R 


R 


f 


2  • 


+  1=2 


2 


2 


o 


•  i 


f(%2)  =  2  •  s2  +  1 

f(0, 7) 


2 


3 


1 


2  ■  0,7  +  1 


2,4 


*  2 


2 


2 


■2x2+1 


0,7 


•  2,4 

•  2x  +  1 


x 
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Qual  é  a  notação  das  seguintes  funções  de  IR  em  IR? 

a)  /  associa  cada  número  real  ao  seu  oposto. 

b)  g  associa  cada  número  real  ao  seu  cubo. 

c)  h  associa  cada  número  real  ao  seu  quadrado  menos  1. 

d)  k  associa  cada  número  real  ao  número  2. 


145. 


Qual  é  a  notação  das  seguintes  funções? 

a)  fé  função  de  CD  em  (D  que  associa  cada  número  racional  ao  seu  oposto  adicio¬ 
nado  com  /. 

b)  g  é  a  função  de  Z  em®  que  associa  cada  número  inteiro  à  potência  de  base 

2  desse  número. 

c)  h  é  a  função  de  IR*  em  IR  que  associa  cada  número  real  ao  seu  inverso. 


146. 


Seja  /  a  função  de  Z  em  Z  definida  por  f(x) 


147. 


3x  —  2.  Calcule: 


d>  f  I) 


a)  f(2) 


b)  f(-3) 


c)  f(0 


2 


Seja  /  a  função  de  IR  em  IR  definida  por  f(x) 


1 48. 


3x  +  4.  Calcule: 


x 


1 


a)  f(2) 


c)  f 


e)  f(v3) 


2 


1 


f)  fíl  -  n  2) 


b)  f(-l) 


d)  f 


3 


149. 


Seja  P  o  único  número  natural  que  é  primo  e  par.  Sendo  f(x)  =  (0,25)  x+x—  l, 

determine  o  valor  de  f(P). 


150. 


Seja  /  a  função  de  fR  em  IR  assim  definida 


se  x  E  CD 


1 


f(x) 


£<D 


x  +  1  se  x 


Calcule: 
a)  f<3) 


c  fC  2) 


e) 


f(\3  -  1) 


3 


d)  f C  4) 


b)  f 


f)  f(0,75) 


7 


2x-  3 


Seja  a  função  /  de  IR  em  IR  definida  por  f(x) 

como  imagem? 


.  Qual  é  o  elemento  do 


151. 


5 


3 


domínio  que  tem 


4 
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Solução 


3 


Queremos  determinar  o  valor  de  x  tal  que  f{x) 

2x  -  3 


4 


3 


basta,  portanto,  resolver  a  equação 


4 


5 


Resolvendo  a  equação: 

2x-3 


3 


3 


4(2x-3)  =  -3  •  5 


8x— 12  =  — 15 


x 


8 


5 


4 


3 


Resposta:  O  elemento  é  x 


8 


3x  +  2 


52  Seja  a  função  /de  IR  -  j /j  em  IR  definida  por  f(x) 

mento  do  domínio  que  tem  imagem  2? 


,  Qual  é  o  ele- 


x 


: 


Quais  são  os  valores  do  domínio  da  função  real  definida  por/(x)  -  +  9 

que  produzem  imagem  igual  a  31 


A  função/de  IR  em  IR  é  tal  que,  para  todox  £  lR,/(3x)  =  3f(x).  Se  f(9)  =  45, 

calcule  /(/). 


Solução 


Fazendo  3x  =  9 

F(9)  =  f(3  ■  3)  =  3  •  f(3)  =  45  =  3  ■  15 

Fazendo  2x  =  3 

f(3)  =  f(3  •  1)  =  3  -  f(l)  =  15-3-5 
Portanto,  /( 1 )  —  5. 


3 


x 


f(3)  =  1 5 


1 


x 


f(l)  =  5 


155  A  função  /:  IR  IR  tem  a  propriedade:  /(m  •  x)  =  m  -  f{x)  para  m  £  !R  e 

x  €  IR.  Calcule  f(0). 


É  dada  uma  função  real  tal  que: 

1.  f(x)  ■  f(y) 

2.  f(l) 

3.  f(j2) 

Calcule  f(3  +  f2). 


f(x  +  y) 


2 


4 
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Seja  /  uma  função,  definida  no  conjunto  dos  números  naturais,  tal  que: 

f(n  +  1) 


2f(n)  +  3 


para  todo  n  natural. 

a)  Supondo  /(O)  = 

geral”  de/(n). 

b)  Prove  por  indução  finita  a  fórmula  descoberta. 


0,  calcule  f(I),f(2),  f(3),f(4),  ...  e  descubraa  ‘‘fórmula 


IV.  Domínio  e  imagem 


Considerando  que  toda  função /de  A  em  B  é  uma  relação  binária,  então 
/tem  um  domínio  e  uma  imagem. 


76.  Domínio 


Chamamos  de  domínio  o  conjunto  D  dos  elementos  x  G  A  para  os  quais 

existe^  G  Btal  que  (jc,  y)  G  /.  Como,  pela  definição  de  função,  todo  elemen¬ 
to  de  A  tem  essa  propriedade,  temos  nas  funções: 

conjunto  de  partida 


domínio 


isto  é 


D  =  A. 


Imagem 


Chamamos  de  imagem  o  conjunto  Im  dos  elementos  y  G  B  para  os  quais 
existe  x  G  A  tal  que  (x,  y)  G  /;  portanto: 

imagem  é  subconjunto  do  contradomínio 


isto  é 


Im  C  B. 


contradomínio 


domínio 


88 


INTRODUÇÃO  ÀS  FUNÇÕES 


feita  a  representação  cartesiana  da  função  /,  temos: 


Notemos,  que 


Domínio 

(D)  é  o  conjunto  das  abscissas  dos  pontos  tais  que  as  retas  verticais  con 
duzídas  por  esses  pontos  interceptam  o  gráfico  de  /,  isto  é,  é  o  conjunto  for 
mado  por  todas  as  abscissas  dos  pontos  do  gráfico  de  /. 


Im  agem 

{Im)  é  o  conjunto  das  ordenadas  dos  pontos  tais  que  as  retas  horizontais 
conduzidas  por  esses  pontos  interceptam  o  gráfico  de  /,  isto  é,  é  o  conjunto 
formado  por  todas  as  ordenadas  dos  pontos  do  gráfico  de  /. 


Exemplos 


2°) 


1?) 


v 


v 


4 


4 


i 


i 


i 


i 


3 


i 


' 


:: 


i 


i 


2 


i 


s 


X 


I 


1 


0 


1 


2 


x 


íx  G  IR  I  -2  ^  x  3] 


íx  G  IRI  -2  <  x  ^  lj 


D 


D 


iy  G  IR  1 0  í£  y  ^  4} 


y  €  IRI-I  ^  y  <  4 


Im 


lm 


3?) 


4?) 


i 


v 


y 


2 


2 


L 


I 


1 


J 


1 


I 


I 


I 


I 


4 


2  -1 


1  2 


x 


X 


2 


(x  G  IR  !  — 2  <  x  <  2; 


(X  G  IR  I  x  5*  0] 


D 


D 


[1,2] 


y  G  IR  I  -2  <  y  <  0 


Im 


ou 
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78,  Domínio  das  funções  numéricas 


As  funções  que  apresentam  maior  interesse  na  Matemática  são  as  fun¬ 
ções  numéricas,  isto  é,  aquelas  em  que  o  domínio  A  e  o  contradomínio  B  são 
subconjuntos  de  IR.  As  funções  numéricas  são  também  chamadas  funções  reais 
de  variável  real. 


Observemos  que  uma  função  /  fica  completamente  definida  quando  são 

dados  o  seu  domínio  D,  o  seu  contradomínio  e  a  lei  de  correspondência 


y  =  /(*)• 


Quando  nos  referimos  à  função  /  e  damos  apenas  a  sentença  aberta 
f(x)  que  a  define,  subentendemos  que  £)éo  conjunto  dos  números  reais 
x  cujas  imagens  pela  aplicação  f  são  números  reais,  isto  é,  D  é  formado  por 
todos  os  números  reais  x  para  os  quais  é  possível  calcular  f(x). 


y 


f(x)  G  IR. 


x  G  D 


Exemplos 

Tomemos  algumas  funções  e  determinemos  o  seu  domínio. 


1?)  y 

notando  que  2x  G  IR  para  todo  x  G  IR,  temos: 

D  =  IR. 


2x 


2 


2o.)  y 

notando  que  x2  G  IR  para  todo  x  G  IR,  temos: 

D  =  IR. 


x 


1 


3?)  y 


x 


l 


G  IR  se,  e  somente  se,  x  é  real  e  diferente  de  zero;  temos,  então: 

D  =  IR*. 


notemos  que 


x 


4o)  y 

notemos  que  Jx  G  IR  se,  e  somente  se,  x  é  real  e  não  negativo;  então: 

IR . . 


yx 


D 


5?)  y  =  íx 

notando  que  G  IR  para  todo  x  G  IR,  temos: 

D  =  IR. 
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Estabeleça  o  domínio  e  a  imagem  das  funções  abaixo; 


b) 


i 


i 


*o 


0 


f 


9 


*0 


0 


»  1 


1 


1 


•  1 


*2 


2 


•  2 


2 


c) 


d) 


h 


2 


k 


2 


1 


•-1 


1 


0 


0 


*0 


•0 


1 


*  1 


•  1 


1 


*  2 


2 


*2 


Nos  gráficos  cartesianos  das  funções  abaixo  representadas,  determine  o  conjunto 
imagem. 


□ 


b) 


' 


■ 
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a) 


b) 


Y 


:• 


A 


d) 


f) 
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Dê  o  domínio  das  seguintes  funções  reais: 

3x  +  2 


3 


d)  p(xi 


g)  s(x) 


2x  -  1 


a)  f(x) 


%x 


% 


1 


1 


1 


h)  t(x) 


e)  q(x) 


b)  g(x) 


x  +  2 


v'2x  +  3 

vx  +  2 


VX  +  1 

iix  +  2 


1 


x 


f)  r(x) 


i)  u(x) 


c)  h(x) 


2 


3 


4 


2 


x 


X 


X 


•JX  +  Jx 


Sendo  x  ^  4,  determine  o  conjunto  imagem  da  função  y 


4. 


Se  /:  A 


B  é  uma  função  e  se  D  C  A, 

chamamos  de  imagem  de  D  pela  função 
/  ao  conjunto  anotado  e  definido  por: 

(v  G  B I  existe  x  E  D  tal 


6 


i 


i 


i 


f  <  D  > 

que/tx)  =  y}m 

Se  g  é  a  função  de  tR  em  IR  cujo  gráfico 
está  representado  ao  lado,  determine  a 
imagem  g  <  [5;  9]  >  do  intervalo  fecha¬ 
do  [5;  9] . 


4 


I 


I 


3 


-L 


! 


L  _  JL 


2 


i 


i 


s  I 


i 


i 


i  i 


t  i 


9 


4  5  6 


x 


V.  Funções  iguais 


79.  Duas  funções  /:  A 

sentarem: 


B  e  g:  C 


D  são  iguais  se,  e  somente  se,  apre- 


a)  domínios  iguais  ( A 

b)  contradomínios  iguais  (B  =  D) 

g(x)  para  todo  x  do  domínio. 

Isso  equivale  a  dizer  que  duas  funções /eg  são  iguais  se,  e  somente  se 
forem  conjuntos  iguais  de  pares  ordenados. 


C) 


c)  /(*) 


Exem pios 

1?)  Se  A  = 
B  definidas  por: 


{1,2,3  efi 


[-2,  - 1 ,  0,  I,  2],  então  as  funções  de  A  em 


2 


1 


X 


f(x) 


1  e  g(x) 


x 


X  +  1 
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sao  iguais,  pois: 


1  -  1 


1 


f  1)  =i-i=o  e  g(l) 


0 


x 


1  +  1 
4  -  1 


f(2)  =  2-1  =  1  e  g(2) 


2 


x 


2  +  1 


9 


1 


3 


f(3)  =  3-1  =2  e  g(3) 


2 


x 


3  +  1 


(i,  0),  ( 2 ,  7),  (2,  3)}. 


ou  seja,  /  =  g 


x 2  e  g(x) 


lx!  de  IR  em  IR  são  iguais,  pois 


2?)  As  funções  f{x ) 

=  IjcI,  vx  E  IR. 


\ 


2 


\  X 


Ixi  de  IR  em  IR  não  são  iguais,  pois 


3t)  As  funções  f(x) 
x  ^  Ixl  para  x  <  0. 


xeg(x) 


x\  gly) 


Sejam  as  funções  /,  g  e  h  de  IR  em  IR  definidas  por  f(x) 

h(z)  =  z3.  Quais  delas  são  iguais  entre  si? 


x2  e  g  de  IR  em  IR  definida 


As  funções:  /  de  IR  em  IR  definida  por  ./íjc) 
por  g(x)  =  x  são  iguais?  Justifique. 


\ 


As  funções  /  e  g  cujas  leis  de  correspondência  são 


! 


X 


f(x) 


—  podem  ser  iguais?  Justifique. 


e  g(x) 


x  +  1 


.V  +  1 


\  ■ 


\x  E  IR  I  ~l  ^  x  ^  0  ou  x  >  1  em  IR,  definidas  por: 


As  funções /e  g  de  A 


x  +  1 


\X  +  1 


f(x) 


e  g(x) 


são  iguais?  Justifique. 


2 


2 


X‘  -  X 


X 


As  funções: 

f  :  IR 


g:  IR  -  flj 


IR 


IR 


são  iguais?  Justifique. 


e 


2 


X  +  1 


1 


X 


X 


X 


X  -  1 
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LEITURA 


Stevin  e 


Frações  Decimais 


Hygino  H.  Domingues 


Os  números  racionais  não  inteiros  surgiram  naturalmente  na  his¬ 
tória  da  Matemática:  na  divisão  de  um  inteiro  por  outro,  quando  o 

primeiro  não  é  múltiplo  do  segundo.  Os  babilônios,  por  exemplo,  uma 
vez  que  dividir  por  o  equivale  a  multiplicar  por  l/a,  tinham  até  tabelas 

de  inversos  no  seu  sistema  sexagesimal.  Essas  tabelas  mostravam,  por 

e  “igi  3  gál-bi  20”,  que 
30/60  e  1/3  =  20/60.  E  sabiam 
2°3 s5  r,  têm  representação  sexagesimal 


exemplo,  expressões  como  “igi  2  gál-bi  30 

significam,  respectivamente,  1/2 

que  inversos  l/a,  em  que  a 
finita. 


i  í 


Quanto  aos  números  irracionais,  é  possível  que  acreditassem,  er¬ 
radamente,  como  é  bem  sabido,  que  as  representações  aproximadas  que 

obtinham  (para  -J2,  por  exemplo)  pudessem  se  transformar  em  exatas 
se  mais  casas  sexagesímais  fossem  alcançadas. 

O  importante  porém  é  que,  mediante  a  notação  posicionai,  os  ba¬ 
bilônios  representavam  (aproximadamente  ou  não)  os  números  reais 

que  lhes  surgissem,  sem  o  uso  de  denominadores.  Vestígios  disso  ain¬ 
da  se  encontram  nas  unidades  de  medida  de  ângulo  e  tempo.  Por  exem¬ 
plo  2°15'32"  significa  2  +  15/60 + 32/3600  graus. 

Os  egípcios,  por  sua  vez,  em  geral  expressavam  um  quociente  não 
exato  entre  dois  inteiros  mediante  uma  soma  de  frações  unitárias  (de 

numerador  1)  —  o  que  sempre  é  possível,  embora  isso  só  fosse  conhe¬ 
cido  por  eles  empiricamente.  Por  exemplo,  no  papiro  Rhind,  impor¬ 
tante  documento  egípcio  de  natureza  matemática  (c.  1800  a.C.),  o  es¬ 
criba  obteve:  19/8  =  2  +  1/4  +  1/8 .  Quanto  aos  números  irracionais, 

quando  ocorriam  em  problemas  algébricos,  eram  expressos  aproxima¬ 
damente  através  de  números  inteiros  ou  frações,  sem  nenhuma  preo¬ 
cupação  de  ordem  teórica. 

Os  gregos,  embora  tivessem  criado  uma  matemática  incompara¬ 
velmente  superior  à  de  babilônios  e  egípcios,  sob  o  aspecto  teórico,  na 
questão  em  pauta  acabaram  buscando  inspiração  nos  egípcios  e  babi¬ 
lônios.  Assim  é  que  de  início  usaram  frações  unitárias  e,  em  séculos 
posteriores,  frações  comuns  e  sexagesímais.  Estas,  por  exemplo,  apa¬ 
recem  na  obra  trigonométrica  de  Ptolomeu  (séc.  II  d.C.)  e  eram  algo 
estranho  ao  sistema  de  numeração  grego  como  os  graus,  minutos  e  se¬ 
gundos  o  são  para  o  nosso. 
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E  até  o  Renascimento,  quando  o  uso  de  frações  decimais  come¬ 
çou  a  ser  insistentemente  recomendado,  pouco  mudara  nesse  panora¬ 
ma.  E  o  maior  responsável  pela  disseminação  de  tal  uso  foi  o  maior 

matemático  dos  Países  Baixos  na  época:  Simon  Stevin. 

Stevin  (1548-1620)  ao  que  parece  começou  a  vida  como  guarda- 
livros.  Mas,  por  conciliar  grande  formação  teórica  nas  ciências  exatas 
e  um  espírito  agudamente  prático,  chamou  a  atenção  do  príncipe  Mau¬ 
rício  de  Orange.  Esta  foi  a  porta  pela  qual  se  tornou  engenheiro  mili¬ 
tar  e,  posteriormente,  comissário  de  obras  de  seu  país.  Seus  trabalhos 
sobre  Estática  e  Hidrostática  o  notabilizaram  entre  seus  contemporâ¬ 
neos,  dada  a  importância  do  assunto  num  país  com  as  características 
físico-geográficas  da  Holanda, 

Em  1585  publica  em  Leyden  o  opúsculo  De  thiende  (O  décimo) 
com  o  qual  pretendia  ensinar  a  todos  “como  efetuar,  com  facilidade 
nunca  vista,  todos  os  cálculos  necessários  entre  os  homens  por  meio 

de  inteiros  sem  frações”.  A  representação  ou  forma  decimal,  prova¬ 
velmente  a  principal  vantagem  da  notação  posicionai,  depois  de  oito 
séculos  de  uso  dos  numerais  indo-arábicos,  finalmente  era  apresenta¬ 
da  de  maneira  a  poder  vingar.  A  notação  de  Stevin,  contudo,  não  era 

feliz:  num  círculo  acima  ou  à  direita  de  cada  dígito  escrevia  o  expoente 
da  potência  de  dez  do  denominador  subentendido.  Por  exemplo,  o 

número  tt  podia  aparecer  como  3  (o)  1  (7)  4  (T)  1  (T)  6  (4)  .  O  uso 

da  vírgula  ou  do  ponto  como  sepa- 
ratriz  decimal,  sugestão  de  Napier, 
acabou  prevalecendo  com  o  tempo. 

Na  mesma  obra,  Stevin  apre¬ 
sentou  a  idéia  de  criar  um  sistema 
unificado  decimal  de  pesos  e  medi¬ 
das  para  todo  o  mundo,  adiantan- 
do-se  em  alguns  séculos  à  sua  ado¬ 
ção. 


A  invenção  das  frações  deci¬ 
mais  constitui  uma  das  grandes  eta¬ 
pas  do  desenvolvimento  da  mate¬ 
mática  numérica.  E  é  assim  um  dos 


Frontispício  dos  Princípios  de  estática t  de 

o  cíoatcrans 


fatores  importantes  a  colocar  Stevin  Simon  stevin  <  1 586) ,  mostrando 
entre  os  notáveis  da  Matemática  em  (colar  de  esferas)  e  °“do  a  inscriçâ0 


O  que  parece  ser  uma  maravilha  nao  c  urna 

maravilha 1  * . 


todos  os  tempos. 


I. 


constante 


y 


(0,  c} 


8 


IR  re- 


a 


mesmo  elemento  c  E  IR. 


pre  o 


X 


O  gráfico  da  função  constante  é  uma  reta  paralela  ao  eixo  dos  x  passan 
do  pelo  ponto  (0,  c). 

A  imagem  é  o  conjunto  Im 


4- 


Exem p  los 

Construir  os  gráficos  das 

D  y 


2)  y 


i 


y  4 


vi 


(0,  3 


x 
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y 


II.  Função  identidade 


12,  2) 


81.  Uma  apiicaçao / de  IR  em  IR  re¬ 
cebe  o  nome  de  função  identidade  quan¬ 
do  a  cada  elemento  x  G  íR  associa  o 
próprio  x,  isto  é: 


(1*  1) 


! 


10,  01 


I 


■ 


’ 


: 


x 


i 


{-1 


(- 2 


f(x) 


O  gráfico  da  função  identidade  é  uma  reta  que  contém  as  bissetrizes  do 
1?  e  3°  quadrantes. 

A  imagem  é  Jm 


IR. 


III.  Função  linear 


Uma  aplicação  de  IR  em  IR  rece¬ 
be  o  nome  de  função  linear  quando  a  ca¬ 
da  elemento  x  G  IR  associa  o  elemento 
ax  G  IR  em  que  a  ^  0  é  um  número 

real  dado.  isto  é: 


y 


f(x) 


(a  *  0 


X 


Demonstra-se  que  o  gráfico  da 

função  linear  é  uma  reta  que  passa  pela 
origem.  (**) 


A  imagem  é  Im  -  IR. 


v 


G  IR,  a  ^  0,  tal  que: 


IR,  existe  x 


De  fato,  qualquer  que  seja  oj 


a 


y 


y 


f(x)  =  f 


a  • 


y 


a 


a 


0r  teremos  a  função  constante  y 
(**)  Essa  demonstração  será  feita  para  um  caso  mais  geral  e  se  encontra  na  página  100. 


(*)  Observe  quet  se  a 


o. 
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V 


çao  v 


k  ■ 


X  L 


■■ 


■ 


uma  reta 


c  no  caso 
tos  é  a 


um 


pon 


origem,  basta  atribuir  axum  va 


te  v 


-i 


2x 


x 


(0,  0) 


1 


SC 


2 


Pelos  pontos 


a  reta  PQ,  que  é  precisamen 


traçamos 


■ 


çao  y 


* 


1 


2x 


i 


x 


y 


(0,  0) 


* 


X 


2 


i 


I 


l 


l 


I 


i 


(1,  ”2) 


2 


a)  y 


2 


C)  y 


3 


0 


2 


y 


V 


\ 
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17  Construa,  num  mesmo  sistema  cartesiano,  os  gráficos  das  funções  de  iR  em  IR: 


x 


d)  y 


b)  y 


2x 


c)  y  =  3x 


a)  y 


x 


2 


Construa,  num  mesmo  sistema  cartesiano,  os  gráficos  das  funções  de  IR  em  IR: 


x 


3x 


d)  y 


a)  y 


b)  y 


2x 


c)  y 


x 


2 


IV.  Função  afim 


83. 


Uma  aplicação  de  IR  em  IR  recebe  o  nome  de  função  afim  quando  a  ca¬ 
da  x  E  IR  associa  o  demento  (a*  +  b)  E  !R  em  que  a  ^  0  e  b  são  números 
reais  dados. 


f(x)  =  ax  +  b 


(a  *  0) 


Exemplos 

a)  y 

b)  y 

c)  y 

d)  y 

Notemos  que,  para  b 

na  função  linear  y  — 
ticular  função  afim. 


3x  +  2 
— 2x  +  1 


b  =  2 
b  =  1 


3 


em  que 

em  que 
em  que 
em  que 


a 


e 


2 


a 


c 


3 


b 


3 


1 


x 


a 


e 


b  =  0 


4x 


4 


a 


e 


ax  +  b  se  transforma 

ax\  podemos,  então,  dizer  que  a  função  linear  é  uma  par- 


0 ,  a  função  afim  v 


V.  Gráfico 


84. 


Teorema 


O  gráfico  cartesiano  da  função  f(x) 


ax  +  b  (a  0)  é  uma  reta. 


í  k 


J  f 


Demonstração 

Sejam  A,  B  e  C  três  pontos  quaisquer,  distintos  dois  a  dois,  do  gráfico 
cartesiano  da  função  y  —  ax  +  b  {a  0)  e  {x,}  yt),  (x2,  y2)  e  (.Vj,  y3 ),  res¬ 
pectivamente,  as  coordenadas  cartesianas  desses  pontos. 
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Para  provarmos  que  os  pontos 
A,  Be  C pertencem  à mesma  reta,  mos¬ 
tremos,  inicialmente,  que  os  triângulos 

retângulos  ABD  e  BCE  são  semelhantes. 

De  fato: 


vi 


c 


v3 


v3  -  v 


2 


B 


(x,,  y,)  e  f 
(x2 ,  y 2)  G  f 


axt  +  b 
ax,  +  b  (2J 

b  ® 


1 


V2 


E 


L 


_ 


X 


X 


3 


2 


y2 


f  Y  2 


(x3,  y3)  e  f 


ax,  + 


A 


Vi 


J  D 


! 


i 


*  X, 


i 


X 


X 


X 


3 


X 


1 


2 


Subtraindo  membro  a  membro,  temos: 


5 


a(x 


x2) 


yi 


y3  -  y2 


y  2 


y3 


3 


a 


x.) 


a(x 


y. 


x 


x 


Vi 


2 


2 


3 


í 


Os  triângulos  ABD  e  BCE  são  retângulos  e  têm  lados  proporcionais,  en¬ 
tão  são  semelhantes  e,  portanto,  a  =  0.  Segue-se  que  os  pontos^,  Be  C  estão 
alinhados. 


Aplicações 


1  ?)  Construir  o  gráfico  da  função  y 

Considerando  que  o  gráfico  da 
função  afim  é  uma  reta,  vamos  atribuir 
a  x  dois  valores  distintos  e  calcular  os 
correspondentes  valores  de  y. 


2x  +  7. 


v  i 


31 


3 


2x  +  1 


X 


y 


/ 


0 


1 


3 


(0,  1) 


x 


O  gráfico  procurado  é  a  reta  que  passa  pelos  pontos  (0,  7)  e  (7,  J). 
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2?)  Construir  o  gráfico  da  função  y 
De  modo  análogo,  temos: 


x  +  3 


X  +  3 


X 


y 


y 


0 


3 


1 


2 


(O.  3) 


2 


n,  2) 


I 


I 


1 


X 


Construa  o  gráfico  cartesiano  das  funções  de  IR  em  IR: 

2x  —  1 

x  +  2 


a)  y 


e)  y 


3x 


4 


f)  y 


x  +  1 


y 


c)  y 


3x  +  2 


2x  +  3 


2x 


4  —  3x 


d)  y 


h)  y 


2 


2 


Resolva  analítica  e  graficamente  o  sistema  de  equações: 


3 


x 


y 


2x  +  3y 


4 


Solução  analítica 


Existem  diversos  processos  analíticos  pelos  quais  podemos  resolver  um  sis 

tema  de  equações.  Vamos  apresentar  dois  deles. 


1  ?  processo ;  Substituição 

Este  processo  consiste  em  substituir  o  valor  de  uma  das  incógnitas,  obtido 

a  partir  de  uma  das  equações,  na  outra. 
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Resolvendo,  por  exemplo,  a  primeira  equação  na  incógnita  x,  temos: 

x  -  y  =  -3 

e  substituímos  x  por  esse  vaior  na  segunda  equação: 

2(y  -  3)  +  3y  =  4  <->  2y  -  6  +  3y  =  4 
que  levamos  à  primeira  equação,  encontrando: 

x  -  2  =  -3 

A  solução  do  sistema  é  o  par  ordenado  (—1,  2). 


3 


x 


y 


2 


y 


1. 


X 


2 ?  processo:  Adição 

Este  processo  baseia-se  nas  seguintes  propriedades: 

Num  sistema  de  equações,  se  multiplicamos  todos  os  coeficientes  de 
uma  equação  por  um  número  não  nulo,  o  sistema  que  obtemos  é  equi¬ 
valente  ao  anterior  (*)”. 

a,x  +  bjy 
a2x  +  b2y 


I. 


(  i 


ka(x  +  kbty  =  kC|  (k  ^  0) 

a2x  +  b2y 


c 


i 


c2 


C2 


Num  sistema  de  equações,  se  substituímos  uma  das  equações  pela  sua 
sorria  com  uma  outra  equação  do  sistema,  o  novo  sistema  é  equivalente 

ao  anterior”, 

a;X  +  b(y 

a2x  +  b2y 


I. 


u 


(a,  +  a2)x  +  (bt  +  b2)y 
a2x  +  b2y 


Cl  +  c2 


c 


1 


c2 


C2 


O  fundamento  do  processo  da  adição  consiste  no  seguinte;  aplicando  a  pri¬ 
meira  propriedade,  multiplicamos  cada  equação  por  números  convenien¬ 
tes,  de  modo  que  os  coeficientes  de  determinada  incógnita  sejam  opostos 

e,  aplicando  a  segunda  propriedade,  substituímos  uma  das  equações  pela 

soma  das  duas  equações. 


x  -  y  =  —3 
2x  +  3y  =  4 

multiplicamos  a  primeira  equação  por  3 


Assim,  no  sistema 


3x  —  3y 
2x  +  3y  =  4 


9 


Substituindo  a  primeira  equação  pela  soma  das  duas  equações,  temos: 


5 


5x 


2x  +  3y  =  4 


(*)  Sistemas  de  equações  são  equivalentes  quando  apresentam  as  mesmas  soluções. 
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que  é  equivalente  a: 


1 


x 


2x  +  3y 

Substituindo  x 


1  em  2x  +  3y 
2  ■  (-1)  +  3y 

A  solução  do  sistema  é  o  par  ordenado  (—1,  2). 


4,  encontramos: 


4  =*  y 


2. 


m 


Solução  gráfica 


! 


V 


X  r 


V 


O  sistema  proposto 

x  -  y 

2x  +  3y  =  4 

é  equivalente  a 

y  =  x  +  3 

-2x  +  4 


-l 


— 


K 


- 


3 


, 


a 


:L 


/ 


j- 


N 


l 


1 


y 


3 


“3 


- 


H 


_ L 


Construímos  os  gráficos  de 


2x  +  4 


y  =  x  +  3  e  y 


A  solução  do  sistema  são  as  coordenadas  do  ponto  de  interseção  das  retas, 
portanto  (-/,  2). 


Resolva  analítica  e  graficamente  os  sistemas  de  equações. 


5 


4x  +  5y 

6x  +  7y 


2 


x  +  y 


a) 


d 


1 


4 


y 


3x  -  2y 

2x  +  3y 

2x  -  5y 
7x  +  4y 


x  +  2y 


14 


1 


b) 


8 


2x  +  4y 


3 


9 


2x  +  5y 


0 


c) 


f) 


10 


3x  -  2y 


0 


Resolva  os  sistemas  de  equações: 


1 


1 


3 


3 


2 


5 


+ 


4 


x  +  y  +  1 


y  +  3 


12 


x  +  y 


x  ~  y 


a) 


1 


1 


1 


2 


3 


1 


+ 


4 


x  +  y 


x  -  y 

Sugestão: 

Faça 


2x  —  y  +  3 


x  +  y  +  1 


1 


1 


b. 


e 


x  +  y 


x  ~  y 
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176  Obtenha  a  equação  da  reta  que  passa  pelos  pontos  (1,  2)  e  ( 3 ,  -2). 


Solução 


Seja.y  =  ax  +  b  a  equação  procurada.  O  problema  estará  resolvido  se  de¬ 
terminarmos  os  valores  de  a  e  b. 

Considerando  que  o  ponto  (7,  2)  pertence  à  reta  de  equação  y  =  ax  +  b, 
ao  substituirmos  x  =  I  e  y  =  2  em  y  =  ax  +  b,  temos  a  sentença  ver¬ 
dadeira 


2  =  a  ■  1  +  b  isto  é:  a  +  b  =  2. 
Analogamente,  para  o  ponto  (3,  - 2 ),  obtemos: 

—2  =  a  ■  3  +  b  isto  é:  3a  +  b  = 
Resolvendo  o  sistema 


2. 


a  +  b  =  2 

3a  +  b  =  -2 


2  e  b  = 

Assim,  a  equação  da  reta  é  v 


4. 


encontramos  a 


2x  +  4, 


Obtenha  a  equação  da  reta  que  passa  pelos  pontos: 

V 

a)  (2,  3)  e  (3,  5)  b)  (1,  -1)  e  (-1.  2)  c)  (3,  -2)  e  (2,  -3)  d)  (1,  2)  e  (2,  2) 


De  uma  caixa  contendo  bolas  brancas  e  pretas,  retiraram-se  15  brancas,  ficando 
a  relação  de  1  branca  para  2  pretas.  Em  seguida,  retiraram-se  10  pretas,  restan¬ 
do,  na  caixa,  bolas  na  razão  de  4  brancas  para  3  pretas.  Determine  quantas  bolas 
havia,  inicialmente,  na  caixa. 


A  função  / é  definida  por  /( x)  =  ax  +  b.  Sabe-se  que  /(—  1)  -  3  e/(7)  =  1. 
Determine  o  valor  de/(3). 


VI.  Imagem 


86. 


Teorema 


O  conjunto  imagem  da  função  afim  / :  !R 
f(x)  =  ax+  b,  com  a^O,  é  IR. 

De  fato,  qualquer  que  seja  y  G  IR  existe  x  = 

y-b 


IR  definida  por 


b 


y 


£  IR  tal  que 


a 


b 


y 


/(*)  =  / 


+  b  -  y. 


a  ■ 


a 


a 
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VIL  Coeficientes  da  função  afim 


87. 


O  coeficiente  ada  função/{x)  =  ax  +  b  é  denominado  coeficiente  an¬ 
gular  ou  declividade  da  reta  representada  no  plano  cartesiano. 

O  coeficiente  b  da  função  y  =  ax  +  b  é  denominado  coeficiente  linear. 


Exemplo 

Na  função  y  =  2x  +  lo  coeficiente  angular  é  2  e  o  coeficiente  linear 

é  1.  Observe  que,  se  x  -  0,  temos  y  =  /.  Portanto,  o  coeficiente  linear  é  a 
ordenada  do  ponto  em  que  a  reta  corta  o  eixo  y. 


1  *  Obtenha  a  equação  da  reta  que  passa  pelo  ponto  (/,  3)  e  tem  coeficiente  angular 

igual  a  2. 


Solução 


A  equação  procurada  é  da  forma  y  =  ax  +  b. 

Se  o  coeficiente  angular  é  2,  então  a  —  2. 

Substituindo  x  -  l,  y  -  3  e  a  =  2  em  y  =  ax  +  bs  vem: 

b  =  1. 


3=2-1  +  b 


A  equação  procurada  é  y 


2x  +  1. 


Obtenha  a  equação  da  reta  que  passa  pelo  ponto  (-2,  4)  e  tem  coeficiente  angu¬ 
lar  igual  a  -3. 


1 


Obtenha  a  equação  da  reta  com  coeficiente  angular  igual  a 

pelo  ponto  (—3,  1). 

1 83  Obtenha  a  equação  da  reta  que  passa  pelo  ponto  ( —2,  l)e  tem  coeficiente  linear 

igual  a  4. 


e  passando 


2 
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Obtenha  a  equação  da  reta  com  coeficiente  linear  igual  a  —  3  e  passa  pelo  ponto 


(-3,  -2). 


185  Dados  os  gráficos  das  funções  de  IR  em  IR,  obtenha  a  lei  de  correspondência  des¬ 
sas  funções. 


a) 


v 


1  '  O  custo  C  de  produção  de  x  litros  de  uma  certa  substância  é  dado  por  uma  fun¬ 
ção  linear  de  x,  com  x  ^  0,  cujo  gráfico  está  representado  abaixo. 


8 


x  (litros) 


Nessas  condições,  o  custo  de  CRS  700,00  corresponde  à  produção  de  quantos 
litros? 
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Considere  esta  tabela  para  o  cálculo  do  imposto  de  renda  a  ser  pago  pelos  contri¬ 
buintes  em  um  certo  mês  de  1990. 


d 


i 


Parcela  a  deduzir  (Cr$) 


Renda  líquida  (Cri) 


Alíquota  (°7o) 


isento 


até  25  068,00 


de  25  068,01  a  83  561,00 


10 


2  506,80 


acima  de  83  561,00 


25 


n 


Considerando  x  como  a  renda  líquida  de  um  contribuinte,  o  imposto  a  pagar  é 
função  /  de  x.  O  contribuinte  deve  multiplicar  a  sua  renda  líquida  pelo  valor  da 
alíquota  e  subtrair  do  resultado  a  parcela  a  deduzir.  Além  disso,  tal  função  deve 
ser  contínua ,  para  não  prejudicar  nem  beneficiar  contribuintes  cuja  renda  líqui¬ 
da  se  situe  em  faixas  distintas  da  tabela.  Note,  por  exemplo,  que,  ao  passar  da 
primeira  faixa  (isentos)  para  a  segunda  (alíquota  de  10%),  a  parcela  a  deduzir 

(2  506,80 )  não  permite  saltos  no  gráfico. 

1.  Utilize  os  valores  i  e  d  da  tabela  e  dê  a  expressão  da  função  “imposto  a  pa¬ 
gar”  relativa  a  uma  renda  x,  em  cada  faixa  da  tabela. 

2.  Determine  o  valor  de  n  da  tabela  para  tornar  a  função  obtida  no  item  1 

contínua. 


o  da  função  afim 


VIII. 


88. 


Zero  de  uma  função  é  todo  número  x  cuja  imagem  é  nula,  isto  é 


/(*)  =  o. 


x  é  zero  de  y 


f(x) 


f(x)  =  0 


Assim,  para  determinarmos  o  zero  da  função  afim,  basta  resolver  a  equa 
ção  do  I?  grau 


ax  +  b  =  0 


b 


que  apresenta  uma  única  solução  x 


a 


De  fato,  resolvendo  ax  +  b 


0,  a  &  0,  temos: 


b 


b  x 


ax  +  b  =  0 


ax 


a  * 
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Exem pi  o 

O  zero  da  função  f(x) 


1 


1  é  x 


pois,  fazendo  2x  -  1  =  0 


2 


2 


Podemos  interpretar  o  zero  da  função  afim  como  sendo  a  abscissa  do 
ponto  onde  o  gráfico  corta  o  eixo  dos  x. 


Exemplo 

Fazendo  o  gráfico  da  função 

7,  podemos  notar  que  a  reta 
intercepta  o  eixo  dos  x  em  x 

isto  é,  no  ponto 


y 


1 


1 


,  0\. 


2 


y 


i 


1 


1 


188. 


Na  hora  de  fazer  seu  testamento,  uma  pessoa  tomou  a  seguinte  decisão:  dividiria 
sua  fortuna  entre  sua  filha,  que  estava  grávida,  e  a  prole  resultante  dessa  gravi¬ 
dez,  dando  a  cada  criança  que  fosse  nascer  o  dobro  daquilo  que  caberia  à  mãe, 

se  fosse  do  sexo  masculino,  e  o  triplo  daquilo  que  caberia  à  mãe,  se  fosse  do  sexo 
feminino.  Nasceram  trigêmeos,  sendo  dois  meninos  e  uma  menina.  Como  veio 
a  ser  repartida  a  herança  legada? 

Um  pequeno  avião  a  jato  gasta  sete  horas  a  menos  do  que  um  avião  a  hélice  para 
ir  de  São  Paulo  até  Boa  Vista.  O  avião  a  jato  voa  a  uma  velocidade  média  de 
660  km/h,  enquanto  o  avião  a  hélice  voa  em  média  a  275  km/h.  Qual  é  a  distân¬ 
cia  entre  São  Paulo  e  Boa  Vista? 

O  salário  médio,  por  hora  de  trabalho,  numa  fábrica  de  110  trabalhadores  é  de 

CRS  250,00.  Calculando-se,  no  entanto,  apenas  com  os  100  trabalhadores  ho¬ 
mens,  a  média  passa  a  ser  CRS  265,00.  Qual  o  salário  médio  das  mulheres,  por 

hora  de  trabalho,  em  cruzeiros  reais? 


189. 


190. 


Paulo  e  Joana  recebem  o  mesmo  salário  por  hora  de  trabalho.  Após  Paulo  ter 
trabalhado  4  horas  e  Joana  3  horas  e  20  minutos,  Paulo  tinha  a  receber  CRS  150,00 
a  mais  que  Joana.  Calcule  em  cruzeiros  reais  um  décimo  do  que  Paulo  recebeu. 


Qual  o  menor  número  inteiro  de  voltas  que  deve  dar  a  roda  c  da  engrenagem  da 
figura,  para  que  a  roda  a  dê  um  número  inteiro  de  voltas? 


Supondo  que  dois  pilotos  de  Fórmula  1  largam  juntos  num  determinado  circuito 

e  completam,  respectivamente,  cada  volta  em  72  e  75  segundos,  responda:  depois 

de  quantas  voltas  do  mais  rápido,  contadas  a  partir  da  largada,  ele  estará  uma 
volta  na  frente  do  outro? 


IX.  Funções  crescentes  ou  decrescentes 


89.  Função  crescente 


f{x)  é  crescente  no  conjunto 

A,  C  A  se,  para  dois  valores  quaisquer  Xj  e  x2  pertencentes  a  A 
Xj  <  x2t  tivermos  f{x,)  <  f{x2). 

Em  símbolos:  /  é  crescente  quando 

(VX„  X2)  (Xj  <  x2 

e  isso  também  pode  ser  posto  assim: 


A  função  / :  A 


B  definida  por  y 


com 


/> 


f(x,)  <  f(x2)) 


i(x,)  -  f(x2) 


(Vx,,  x2)  (Xj  X 


>  0). 


2 


*2 


X 


1 
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Na  linguagem  prática  (não  ma¬ 
temática),  isso  significa  que  a  função  é 
crescente  no  conjunto  A,  se,  ao  aumen¬ 
tarmos  o  valor  atribuído  ar,o  valor  de 

v  também  aumenta. 


v  i 


I 


i 


: 


fíx, ) 


2 


i 


X 


X 


X 


1 


2 


A 


I 


Exemplo 

A  função  /(x) 


2x  é  crescente  em 

<  2x,  para  todo  x,  £  !R  e  todo  x2  £  IR. 


2x 


X,  <  x2 


f(\. 


i 


Função  decrescente 


/(x)  é  decrescente  no  conjunto 
Aj  C  A  se,  para  dois  valores  quaisquer  x,  exj  pertencentes  a  A,,  com  x,  <  x,, 


A  função  F:  A 


B  definida  por  y 


tem-  se  /( x, )  >  J(x2). 


Em  símbolos:  fé  decrescente  quando 


(vx,,  x2)  (x,  <  x 


> 


2 


J 


e  isso  também  pode  ser  posto  assim: 


i 


2 


(VX,,  X,)  (X,  ?í  X 


<  o 


X 


X 


2 


i 


Na  linguagem  prática  (não  ma¬ 
temática),  isso  significa  que  a  função  é 

decrescente  no  conjunto  A,  se,  ao  au¬ 
mentarmos  o  valor  atribuído  a  x,  o  va¬ 
lor  de  v  diminui. 


v 


! 


I 


: 


i 


i 


I 


1  f(x.  I 


f(X-  I 

a 


i 


i 


I 


I 


X 


X 


X 


: 


A 
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Exemplo 

A  função  /(*) 

2x,  > 


2x  é  decrescente  em  IR,  pois 
2x2  para  todo  x,  £  IR  e  todo  x2  £  IR 


x,  <  X2 


ris  -  > 


1IX,) 


Notemos  que  uma  mesma  fun- 
-  f{x)  pode  não  ter  o  mesmo 


çao  y 

comportamento  (crescente  ou  decrescen 
te)  em  todo  o  seu  domínio. 

É  bastante  comum  que  uma  fun 

ção  seja  crescente  em  certos  subconjun 

tos  de  D  e  decrescente  em  outros.  O  grá 

fico  ao  lado  representa  uma  função  cres 
cente  em  IR .  e  decrescente  em  IR_. 


9 1  Com  base  nos  gráficos  abaixo,  de  funções  de  IR  em  iR,  especifique  os  intervalos 

em  que  a  função  é  crescente  ou  decrescente. 


a) 


b) 


vi 


Y 


1 


1 


1 


i 


2 


2 


2 


2 


: 


i 


X 


X 


i 


' 


c) 


A 


y 


x 
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X.  Crescimento/decréscimo  da  função  afim 


91. 


Teoremas 


ax  +  b  é  crescente  se,  e  somente  se,  o  coefi 


I)  A  função  afim  /{ x) 
ciente  angular  a  for  positivo. 


Demonstração 


f(x.)-f(x2) 


ax  +  b  é  crescente 
(ax,  +  b)-(ax:  +  b) 


>  0 


Ax) 


X 


X, 


a(x,  -  x>) 


>  0 


a  >  0 


>  0 


x 


X, 


X, 


X, 


! 


ax  +  b  é  decrescente  se,  e  somente  se,  o  coe- 


II)  A  função  afim  /(*)  = 
ficiente  anguiar  a  for  negativo. 


Demo  nst ração 


f(x,)  ~  f(x2) 


<  0 


ax  +  b  é  decrescente 

(ax,  +  b)~(ax2  +  b) 


Ax) 


X2 


X, 


a(x,  -  x2) 


<  0 


a  <  0 


<  0 


x 


X2 


X, 


X2 


i 


Especifique,  para  cada  uma  das  funções  abaixo,  se  é  crescente  ou  decrescente  em  IR: 

b)  y 


a)  y  =  3x  -  2 


4x  +  3 


Solução 

a)  É  crescente,  pois  o  coeficiente  angular  é  positivo  ( a  = 

b)  É  decrescente,  pois  o  coeficiente  angular  é  negativo  ( a 


3). 


4). 


Especifique,  para  cada  uma  das  funções  abaixo,  se  é  crescente  ou  decrescente  em  íR. 

c)  y 

d  y 


x  +  2 


e)  y 


2x 


a)  y  =  1  +  5x 

b)  y  =  ~3 


f)  y 


2x 


3 


3x 


x 
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Estude,  segundo  os  valores  do  parâmetro  m,  a  variação  (crescente,  decrescente 
ou  constante)  da  função  y  =  (m  —  l)x  +  2. 


Solução 


1  >  0,  istoé,  m  >  1,  então  a  função  terá  coeficiente  angular  posi- 


Se  m 

tivo  e,  portanto,  será  crescente  em  iR. 


Se  m  —  1  <  0 ,  isto  é,  m  <  1,  então  a  função  terá  coeficiente  angular  ne¬ 
gativo  e,  portanto,  será  decrescente  em  IR. 

Se  m  —  1  =  0,  isto  é,  m  =  1 ,  então  a  função  év  =  (/  -  l)x  +  2,  ou  se¬ 
ja,  y  =  2,  que  é  constante  em  IR. 


Estude,  segundo  os  valores  do  parâmetro  m,  a  variação  (crescente,  decrescente 

ou  constante)  das  funções  abaixo. 

a)  y 

b)  y 


c)  y  =  4  —  (m  +  3)x 

d)  y  =  m(x  -  1)  +  3 


(m  +  2)x  —  3 
(4  -  m)x  +  2 


x 


XI.  Sinal  de  uma  função 


92. 


Seja  a  função /:  A  -*•  B  definida  por  y  =  f(x).  Vamos  resolver  o  pro¬ 
blema  “para  que  valores  de  x  temos  /(-v)  >  0,  f{x)  =  0  ou  f{x)  <  0T\ 

Resolver  este  problema  significa  estudar  o  sinal  da  função/  =  f(x)  pa¬ 
ra  cada  x  pertencente  ao  seu  domínio. 

Para  se  estudar  o  sinal  de  uma  função,  quando  a  função  está  represen¬ 
tada  no  plano  cartesiano,  basta  examinar  se  é  positiva,  nula  ou  negativa  a  or¬ 
denada  de  cada  ponto  da  curva. 


Exemplo 

Estudar  o  sinal  da  função  / 


f(x)  cujo  gráfico  está  abaixo  repre¬ 


sentado. 
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FUNÇÃO  AFIM 


? 


» 


y 


nao 


a 


y- 


? 


Preparando  o  gráfico  com 


f 


■ 


5* 


I 


I 


I 


I 


i 


i 


I 


f 


I 


I 


s 


4 


i 


FUNÇÃO  CONSTANTE  FUNÇÃO  AHM 


b) 


y 


3 


3  -1 


X 


glxj 


v 


C) 


XII.  Sinal  da  função  afim 


b 


93. 


Considerando  que  x 

o  valor  de  x  para  o  qual  /(x) 
f(x)  >  0  ou  /(x)  <  0. 

Devemos  considerar  dois  casos. 


zero  da  função  afim  f(x) 

0,  examinemos,  então,  para  que  valores  ocorre 


ax  +  b,  é 


a 


1?  caso:  a  >  0 


b 


ax  +  b  >  0 


ax  >  — b 


x  > 


a 


b 


f(x)  —  ax  +  b  <  0 


ax  <  — b  <=>  x  < 


a 


Colocando  os  valores  de  x  sobre  um  eixo,  o  sinal  da  função 
ax  +  b,  com  a  >  0,  é: 


f{x) 


3 


i 


X 


+ 


I 


i 


0 
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Um  outro  processo  para  analisarmos  a  variação  do  sinal  da  função  afim 
é  construir  o  gráfico  cartesiano. 


Lembremos  que  na  função  afim  f(x) 
uma  reta  e.  se  o  coeficiente  angular  a  é  positivo,  a  função  é  crescente. 

ax  +  b  com  a  >  0,  e  lembrando  que 


ax  +  b  o  gráfico  cartesiano  é 


* 


Construindo  o  gráfico  de  f(x) 

não  importa  a  posição  do  eixo  y,  temos: 


b 


+• 


a 


o 


r  caso: 


b 


b 


ax  +  b  >  0 


x  < 


ax  > 


b 


b  <=>  x  > 


f(x) 


ax  +  b  <  0 


ax  < 


a 


Colocando  os  valores  de  x  sobre  um  eixo,  o  sinal  da  função 
ax  +  b,  com  a  <  0,  é: 


Ax) 


b 


a 


0 


x 


í(x) 


ax  +  b 

ía  <  01 


+ 


i 


i 


i 


Podemos  analisar  o  sinal  da  função  f{x) 


ax  +  b  com  a  <  0,  cons¬ 
truindo  o  gráfico  cartesiano.  Lembremos  que  neste  caso  a  função  é  decrescente. 


FUNÇÃO  CONSTANTE  -  FUNÇÃO  AFIM 


Resumo 


b 


1)  A  função  afim  f(x) 


ax  +  b  anula- se  para  x 


a 


b 


2)  Para  x  > 


temos: 


a 


então  f(x)  =  ax  +  b  >  0 

se  a  <  0  então  f(x)  =  ax  +  b  <  0 


a  >  0 


se 


b 


a  função  f(x) 


ax  +  b  tem  o  sinal  de  a. 


isto  é,  para  x  > 


a 


b 


3)  Para  „v  < 


temos: 


a 


se  a  >  0  então  f(x)  =  ax  +  b  <  0 
se  a  <  0  então  f(x)  =  ax  +  b  >  0 


b 


ax  +  b  tem  o  sinal  de  -a  (sinal 


isto  é,  para  x  <  - 
contrário  ao  de  a). 

Se  colocarmos  os  valores  de  x  sobre  um  eixo,  a  regra  dos  sinais  da  fun¬ 
ção  afim  pode  ser  assim  representada: 


a  função  f(x) 


a 


b 


b 


b 


x  < 


X 


X  > 


a 


a 


a 


x 


f  U  lem  o  sinal  üe  à 


0 


fUi  tem  o  sinal  de  ~a 


ou,  simplesmente: 


b 


x 


a 


x 


fixl  tem  o  sinai  de  -a 


flx)  tem  o  sina)  de  a 


0 


Exemplos 

I?)  Estudar  os  sinais  da  função  f(x) 
Temos:  ' 


2x  ~  1. 


f(x)  =  0 


2x 


1  -  0 


x 


2 


2 


a  >  0 


a  <  0. 


e 


a 
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Logo: 


f(x)  =  2x  -  1 


k 


V 


i 


f(x)  >  0  (sinal  de  a ) 


x  > 


para 


2 


+ 


f(x)  <  0  (sinal  de  -a) 


para  x  < 


X 


2 


2 


Fazendo  o  esquema  gráfico,  temos: 


1 


2 


X 


0 


+ 


■ 


fíx}  =  2x  ~  1 


i 


2?)  Estudar  os  sinais  de  f(x) 

Temos: 


2x  +  4. 


0 


2 


0 


2x  +  4 


x 


2 


a  <  0  e  -a  >  0 


a 


para  x  >  2 
para  x  < 

Fazendo  o  esquema  gráfico: 


f(x)  <  0  (sinal  de  a) 
f(x)  >  0  (sinal  de  —a) 


2 


r 


X 


- 


0 


sinal  de 

-  -2x  +  4 


■ 


i 


200.  Estude  os  sinais  das  funções  definidas  em  iR: 


e)  y  =  3 


a)  y 


2.x  +  3 


3 


x 


b)  y 


3x  +  2 


f)  y 


-  + 


3 


2 


4 


2x 


c)  y 


4 


X 


y 


3 


d)  y 


h)  y 


5  +  x 


x 
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201.  Seja  a  função  de  IR  em  IR  definida  por  f(x) 

domínio  da  função  que  produzem  imagens  maiores  que  2. 


4x  -  5.  Determine  os  valores  do 


Solução 


Os  valores  do  domínio  da  função  que  produzem  imagens  maiores  que  2 
são  os  valores  de  x  G  IR  tais  que 


4x 


5  >  2 


e,  portanto, 


7 


x  > 


4 


1 


202  Para  que  valores  do  domínio  da  função  de  IR  em  IR  definida  por  f(x) 

a  imagem  é  menor  que  4? 


2 


2 


x 


203  Para  que  valores  de  x  £  IR  a  função  f(x) 


é  negativa? 


3  2 


4x  —  I 


definidas 


204.  Sejam  as  funções  f(x)  =  2x  +  3,  g(x)  =  2 

em  IR.  Para  que  valores  de  x  €  IR,  tem-se: 
a)  f(x)  ^  g(x)? 


2 


c)  f(x)  ^  h(x)? 


b)  g(x)  <  h(x)? 


205.  Dados  os  gráficos  das  funções  f,geh  definidas  em  IR,  determine  os  valores  de 

x  G  IR,  tais  que: 


a)  f(x)  >  g(x) 


d)  g(x)  >  4 


b)  g(x)  ^  h(x) 


e)  fíx)  ^  0 


c)  f(x)  >  h(x) 


FUNÇÃO  CONSTANTE  FUNÇÃO  AFIM 


XIII.  Inequações 


94.  Definição 


Sejam  as  funções  f(x )  e  #(*)  cujos  domínios  são  respectivamente 
Dj  C  IR  e  D 2  C  IR.  Chamamos  inequação  na  incógnita  x  a  qualquer  uma  das 
sentenças  abertas,  abaixo: 


f(x)  >  g(x) 

f(x)  <  g(x) 
f(x)  ^  g{x) 
f(x)  ^  g(x) 


Exemplos 
1?)  2x 

2?)  3x 
3?)  x 


4  >  x  é  uma  inequação  em  que  /( x)  —  2x  -  4  e  g(x)  =  x. 

5  <  2  é  uma  inequação  em  que  f(x)  —  3x  -  5  e  g(x)  =  2. 

é  uma  inequação  em  que  f(x)  =  x2-3  e  g(x) 


1 


2 


3  > 


x 


X 


1 


4?)  \x-2ç 


é  uma  inequação  em  que  f(x) 


x-2eg(x) 


x-3 


x-3 


Domínio  de  validade 


95. 


Chamamos  de  domínio  de  validade  da  inequação  /(x)  <  g(x)  o  conjun 
D,  H  Oj,  em  que  D,  é  o  domínio  da  função  / e  D: ,  è  o  domínio  da  fun 


to  D 

ção  g.  É  evidente  que,  para  todo  x0GD,  estão  definidos  f{x0)  e  g(xfl),  isto  é: 


(f(x„)  £  IR  e  g(x0)  G  IR). 


Xn  G  D 


(x0  G  D,  e  x0  G  D2) 

Nos  exemplos  anteriores,  temos: 


1?)  D  =  IR  n  IR  =  IR 
2?)  D  =  IR  n  IR  -  IR 
3?)  D  =  IR  O  IR*  =  !R* 

4?)  D 


x  G  IR  I  x  >  2;  O  x  G  IR  I  x  *  3 


íx  G  IR  I  x  ^  2  e  x  3j 


96.  Solução 


O  número  real  x0  é  solução  da  inequação  f{x  )  >  g(x)  se,  e  somente  se 
é  verdadeira  a  sentença  f(x0)  >  g(x0 ) . 
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Exem pl  o 

O  número  real  3  é  solução  da  inequação  2x  +  1  >  x  +  3,  pois 

2  •  3  +  1 ,  >  3  +  3 


f<3) 


g(3) 


é  uma  sentença  verdadeira. 


97.  Conjunto  solução 


Ao  conjunto  S  de  todos  os  números  reais  x  tais  que  f(x)  >  g(x)  é  uma 
sentença  verdadeira  chamamos  de  conjunto  solução  da  inequação. 


Exemplo 

A  inequação  2x  +  1  >  x  +  3  tem  o  conjunto  solução  S  =  (x  £  IR  I  x  >  2), 
isto  é,  para  qualquer  x0  £  S  a  sentença  2x0  +  1  >  x0  +  3  é  verdadeira. 

Se  não  existir  o  número  real  x  tal  que  a  sentença  f(x)  >  g(x)  seja  ver¬ 
dadeira,  diremos  que  a  inequação  f(x)  >  £(jc)  é  impossível  e  indicaremos  o 

conjunto  solução  por  S 


0. 


Exempio 

O  conjunto  solução  da  inequação  x  +  I  >  x  +  2  é  S  -  0,  pois  não 
existe  x0  £  IR  tal  que  a  sentença  x0  +  1  >  x0  +  2  seja  verdadeira. 

Resolver  uma  inequação  significa  determinar  o  seu  conjunto  solução. 
Se  x0  £  IR  é  solução  da  inequação  f(x)  >  g(jt),  então  x0  è  tal  que  f(x0)  £  IR 

e  g{x0)  £  IR,  isto  é,  x0  £  D  (domínio  de  validade  da  inequação).  Assim  sen¬ 
do,  temos 


x«  £  S 


D 


Xo 


ou  seja,  o  conjunto  solução  é  sempre  subconjunto  do  domínio  de  validade  da 
inequação. 


98.  Inequação  equivalente 


Duas  inequações  são  equivalentes  em  D  C  IR  se  o  conjunto  solução  da 
primeira  é  igual  ao  conjunto  solução  da  segunda. 


Exemplos 

1?)  3x+6  >  Oex  +  2  >  0 são  equivalentes  em  IR,  pois  o  conjunto  so¬ 
lução  de  ambas  é  S  =  \x  £  IR  I  x  >-2}. 
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2?)  x  <  1  e  x2  <  1  não  são  equivalentes  em  IR,  pois  x 
cão  da  primeira  mas  não  o  é  da  segunda. 


2  é  solu 


o 


Princípios  de  equivalência 


99. 


Na  resolução  de  uma  inequação  procuramos  sempre  transformá-la  em 
outra  equivalente  e  mais  “simples”,  em  que  o  conjunto  solução  possa  ser  obti¬ 
do  com  maior  facilidade.  Surge,  então,  a  pergunta:  “Que  transformações  po¬ 
dem  ser  feitas  em  uma  inequação  para  se  obter  uma  inequação  equivalente?”. 
A  resposta  a  essa  pergunta  são  os  dois  princípios  seguintes: 


P- 1)  Sejam  as  funções  f{x)  e  g(x)  definidas  em  D,  e  D2,  respectivamente.  Se 

a  função  h(x)  é  definida  em  Ds  Pl  DJt  as  inequações 

f(x)  <  g(x)  e  f(x)  +  h(x)  <  g(x)  +  h(x) 

são  equivalentes  em  D,  D  D 


2 * 


Exem pios 
Seja  a  inequação 


© 


3x  —  1  >  2x  +  3 


f(X) 


g(x) 


adicionemos  h(x) 


2x  +  1  aos  dois  membros: 


(3x  -  1)  +  (~2x  +  1)  >  (2x  +  3)  +  (-2x  +  1) 


V 


fíx) 


h(x) 


g(x) 


h(x) 


façamos  as  simplificações  possíveis: 


© 


4 


> 


x 


f(x)  +  h(x) 

portanto,  como  (T)  é  equivalente  a  (T) 

fx  £  IR  I  X  >  4). 


g(x)  +  h(x) 


temos: 


S 


Na  prática,  aplicamos  a  propriedade  P-l  com  o  seguinte  enunciado: 
Em  uma  inequação  podemos  transpor  um  termo  de  um  membro  para  outro 
trocando  o  sinal  do  termo  considerado 


£  C 


f (X)  <  g<x)  -  h(x) . 


f(x)  +  h(x)  <  g(x) 
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Assim,  no  exemplo  anterior,  teríamos: 

1  >  2x  +  3 


3x  —  1  “  2x  >  3 


3x 


x  >  3  +  1 


x  >  4. 


P*2)  Sejam  as  funções  f{x)  e  g(x)  definidas  em  D,  e  D2,  respectivamente.  Se 

a  função  h{x)  é  definida  em  D,  n  D2  e  tem  sinal  constante,  então: 

a)  se  h(x)  >  0,  as  inequações  f(x)  <  g(x)  e 

f(x)  •  h(x)  <  g(x)  ■  h(x )  são  equivalentes  em  D,  fl  D 

b)  se  h(x)  <  0,  as  inequações  f(x)  <  g(x)  e 

f(x)  •  h(x)  >  g{x)  •  h(x)  são  equivalentes  em  D,  fl  D 


2- 


2  ■ 


Exemplos 


3 


1 


x 


1?) 


9  >  4  são  equivalentes  em  !R,  pois  a  se 


e  6x 


> 


2  4  3 

gunda  inequação  foi  obtida  a  partir  da  primeira  por  meio  de  uma  multiplica¬ 
ção  por  12. 


1  são  equivalentes  em  IR,  pois  a 


3x  < 

segunda  foi  obtida  da  primeira  por  meio  de  uma  multiplicação  por  -1  e  inver 
são  do  sentido  da  desigualdade. 


2?)  -2x2  +  3x  >  1  e  2x2 


4x~  3 


3?) 


3  >  0  são  equivalentes  em  IR.  Notemos  que  a 


>  0  e  4x 


x2  +  1 

segunda  foi  obtida  da  primeira  por  meio  da  multiplicação  por  x2  +  /  >  0 
vx  G  IR. 


Na  prática,  aplicamos  a  propriedade  P-2  com  o  seguinte  enunciado: 
Em  uma  inequação  podemos  multiplicar  os  dois  membros  pela  mesma  expres¬ 
são,  mantendo  ou  invertendo  o  sentido  da  desigualdade ,  conforme  essa  expressão 
seja  positiva  ou  negativa,  respectivamente” . 


a 


206  Resolva  as  inequações,  em  IR: 

a)  4x  +  5  >  2x  —  3 

b)  5{x  +  3)  -  2(x  +  1)  <  2x  +  3 

c)  3(x  +  1)  -  2  ^  5(x  -  1)  -  3(2x  -  1) 
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207.  Resolva,  em  IR,  a  inequação: 


x  +  2  x  -  1 


>  x. 


3 


2 


Solução 


A  inequação  proposta  é  equivalente  à  inequação  que  se  obtém  multiplican¬ 
do  pelo  mmc  {3,  2) 


6: 


2(x  +  2)  —  3(x 


1)  ^  6x. 


Efetuando  as  operações,  temos: 


x  +  7  >  6x 


ou  a  nda: 


7x  -7. 


Dividindo  ambos  os  membros  por  -7  e  lembrando  que  devemos  inverter 

a  desigualdade,  temos 


x  <  1 


e,  portanto 


;x  e  !R  i  x  i . 


s 


208  Resolva,  em  IR,  as  inequações: 


3 


1 


x 


X 


a) 


3*  1 


2 


4 


2x  -  3  5  -  3x 


1 


b) 


<  3x 


2 


3 


6 


c)  (3x  +  1)  (2x  +  1)  <  (2x  —  1)  (3x  +  2)  —  (4  -  5x) 

d)  (3x  -  2)2  -  (3x  -  l)2  >  (x  +  2)2  -  (x  -  1) 

e)  4{x  -  2)  -  (3x  +  2)  >  5x  -  6  -  4(x  -  1) 

f)  6(x  +  2)  -  2(3x  +  2)  >  2(3x  -  1)  -  3(2x  +  1) 


2 


209 .  Numa  escola  é  adotado  o  seguinte  critério:  a  nota  da  primeira  prova  é  multiplica¬ 
da  por  /,  a  nota  da  segunda  prova  é  multiplicada  por  2  e  a  da  última  prova  é 

multiplicada  por  3.  Os  resultados,  após  somados,  são  divididos  por  6.  Se  a  média 

obtida  por  este  critério  for  maior  ou  igual  a  6,5,  o  aluno  é  dispensado  das  ativida¬ 
des  de  recuperação.  Suponha  que  um  aluno  tenha  tirado  6,3  na  primeira  prova 

e  4,5  na  segunda.  Quanto  precisará  tirar  na  terceira  para  ser  dispensado  da  recu¬ 
peração? 
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210.  Resolva,  em  IR,  a  inequação; 


2x  —  3 


<  2 


1 


x 


Solução 


Zr  -  3 


A  inequação  proposta  é  equivalente  a 


■  -  2  ^  0, 


x-j 


J 


que,  reduzindo  ao  mesmo  denominador,  fica 


<  0. 


1 


x 


1 


Notemos  que  a  fração 

é  negativo,  então  o  denominador  x 

1  >  0 


deverá  ser  não  positiva;  como  o  numerador  —1 

]  deverá  ser  positivo. 

x  >  1 


x-  1 


X 


e,  portanto 


|x  G  IR  lx  >  li. 


S 


Resolva,  em  IR,  as  inequações: 

3x  -  2 


4x  —  5 


4  —  3x 


a) 


“3 


b) 


c) 


<  -1 


1  -X 


2x  - 


3x  +  2 


XIV.  Inequações  simultâneas 


li 


A  dupla  desigualdade  f(x)  <  £(x)  <  /t(.r)  se  decompõe  em  duas  ine¬ 
quações  simultâneas,  isto  é,  equivale  a  um  sistema  de  duas  equações  em  x ,  se¬ 
paradas  pelo  conectivo  e : 


f(x)  <  g(x)  (T) 

e 

( g(x)  <  h(x)  @ 


f(x)  <  g(x)  <  hfx) 


Indicando  com  S,  o  conjunto  solução  de  (T)  e  S2  o  conjunto  solução 
de  (n)  ,  o  conjunto  solução  da  dupla  desigualdade  é  S  =  St  fl  S2 ■ 
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Exem pio 


x  +  3  C  x  +  4. 


Resolver  3x  +  2  < 


© 


Temos  que  resolver  duas  inequações: 
0  3x  +  2  < 


x  +  3 


4x  <  1 


x  < 


4 


1 


2x  <  1 


x  +  3  <  x  +  4 


x  > 


2 


A  interseção  desses  dois  conjuntos  é: 


4 


1 


1 


x  €  IR  I 


S 


$  x  < 


X 


4 


2 


i 


X 


1 


2 


212. 


Resolva  as  inequações,  em  IR: 


x 


d)  x  +  1^7 


3x  < 


1 


a)  -2  <  3x 


1  <  4 


e)  3x  +  4  <  5  <  6  -  2x 

2  —  x  <  3x  +  2  <  4x  +  1 


b)  -4  <  4 


c)  —3  <  3x 


2  <  x 


213. 


Resolva,  em  IR,  os  sistemas  de  inequações: 


3x  +  2  5  5x 


2 


3  -  2x  <  1 


d) 


4x  —  I  >  3x  —  4 


a) 


3x 


1  <  5 


3 


<  x  -  6 


3x  +  2  <  7  -  2x 

48x  <  3x  +  10 

11  -  2(x-3)  >  1  -  3(x— 5) 

2x  -  5 


3x  -  2  >  4x  +  1 

5x  +  U  2x  -  5 


e) 


<  -2 


2x  <  0 

c)  |3x  +  1  ^  4x 

3  >  0 


5 


1 


x 


5 


2 


+  x  +  3 

x  4-  1 


x 


X 
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214  Com  base  nos  gráficos  das  funções/,  g 

e  h  definidas  em  IR,  determine  os  valores 
de  x  £  IR,  tais  que: 

a)  f(x)  <  g(x)  sg  h(x) 

b)  g(x)  í  f(x)  <  h(x) 

c)  h(x)  ^  f(x)  <  g(x) 


XV.  inequações-produto 


Sendo /(x)  e  g(x)  duas  funções  na  variável  x,  as  inequações 
f(x)  ■  g(x)  >  0,  f(x)  •  g(x)  <  0,  f(x)  •  g(x)  >  0  e  f(x)  •  g(x)  <  0 

são  denominadas  inequações-produto. 


]  01.  Vejamos,  por  exemplo,  como  determinamos  o  conjunto  solução  5  da 
inequação  /(x)  -  g(x)  >  0. 

De  acordo  com  a  regra  de  sinais  do  produto  de  números  reais,  um  nú¬ 
mero  x0  é  solução  da  inequação  /(x)  •  g(x)  >  0  se,  e  somente  se,/(x0)  e  g(x0), 
não  nulos,  têm  o  mesmo  sinal. 

Assim,  são  possíveis  dois  casos: 

1?)  f(x)  >  0  e  g(x)  >  0 

Se  Sj  e  5,  são,  respectivamente,  os  conjuntos  soluções  dessas  inequa¬ 
ções,  então  S,  Õ  $2  é  o  conjunto  solução  do  sistema. 

2?)  f(x)  <  0  e  g(x)  <  0 

Se  S3  e  S4  são,  respectivamente,  os  conjuntos  soluções  dessas  inequa¬ 
ções,  então  Sj  H  S4  é  o  conjunto  solução  do  sistema. 

Daí  concluímos  que  o  conjunto  solução  da  inequação  do  produto 
f(x)  ■  g(x)  >  0  é: 


(s,  n  s2)  u  (s3  n  s4). 

Raciocínio  análogo  seria  feito  para  a  inequação 

f(x)  •  g(x)  <  0. 


S 
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Exem pio 

Resolver  em  IR  a  inequação  (x  +  2)  ( 2x- 1 )  >  0. 
Analisemos  os  dois  casos  possíveis: 


1?  caso 


Cada  um  dos  fatores  é  positivo,  isto  é: 

x  +  2  >  0 


2 


x  > 


e 


e 


2 


X 


I 


: 


2x  -  1  >  0 


x  > 


2 


i 


X 


2 


A  interseção  das  duas  soluções  é: 


1 


s,ns 


x  e  ir  i  x  > 


2 


2 


2?  caso 

Cada  um  dos  fatores  é  negativo,  isto  é: 

x  +  2  <  0 


2 


x  < 


2 


e 


e 


i 


X 


I 


1 


2x 


1  <  0 


x  < 


2 


X 


2 


A  interseção  das  duas  soluções  é: 

[x  G  IR  i  x  <  —2]. 


s,  n  s 


4 


O  conjunto  solução  da  inequação 
(x  +  2)  (2x~  1)  >  0  é: 


1 


ix  €  IR  I  x  > 


S 


(s,  n  S2)  u  (s,  n  s4) 


U  (x  G  IR  I  x  <  —2} 


2 


portanto: 


1 


IR  I  x  <  — 2  ou  x  > 


S 


x 


2 


v  Quadro  de  sinais 


Vejamos  um  outro  processo,  mais  prático,  para  resolvermos  a  inequação 
(x+2)  •  ( 2x-l )  >  0  em  IR. 
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Fazemos  inicialmente  o  estudo  dos  sinais  das  funções  f(x) 


x  +  2  e 


g(x) 


2x 


L 


i 


2 


2 


fíx) 


0 


gíxí 


0 


X 


X 


Com  o  objetivo  de  evitar  cálculos  algébricos  no  estudo  dos  sinais  do  pro¬ 
duto/í  jf)  ■  g(x),  usaremos  o  quadro  abaixo,  que  denominamos  quadro-produto, 
no  qual  figuram  os  sinais  dos  fatores  e  o  sinal  do  produto. 


2 


2 


I 


X 


fíx) 


0 


+ 


+ 


i 


i 


g(x) 


l 


0 


+ 


I 


fUJ  *  g(x| 


0 


0 


4- 


+ 


i 


x  e  ir  i  x  < 


s 


2  ou  x  > 


2 


103. 


Podemos  estender  o  raciocínio  empregado  no  estudo  dos  sinais  de  um 
produto  de  dois  fatores  para  um  produto  com  mais  de  dois  fatores. 


Exemplo 

Resolver  a  inequação  (3x-2)  (jc+  7)  (J-jc)  <  0  em  IR. 
Analisando  os  sinais  dos  fatores,  temos: 


2 


3 


0 


X 


ftx)  =  3x  -  2 


+ 


1 


O 


X 


X  +  1 


gíx) 


- 


3 


0 


h(x|  -  3  -  x 


X 


+ 
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Vamos,  agora,  construir  o  quadro-produto; 


2 


1 


3 


3 


i 


p 


x 


i 


0 


fíx) 


+ 


! 


— 


I 


I 


0 


+ 


+ 


gíxl 


i 


: 


0 


+ 


! 


+ 


h(x) 


0 


0 


0 


+ 


+ 


t(x]  ■  gíxí  ■  híx) 


2 


x  £  IR  I 


S 


ou  x  >  3  . 


3 


104.  A  inequação  f(x)  •  g(x)  ^  0  tem  por  conjunto  solução  S  a  reunião  do 

conjunto  solução  5,  da  inequação  f(x)  •  g(x)  >  0  com  o  conjunto  solução  S 
da  equação  fíx)  ■  g(x) 


2 


0,  isto  é: 


f(x)  ■  g(x)  >  0 


f(x)  •  g(x)  ^  0 


ou 


f(x)  ■  g(x) 


0 


Exemplo 

Resolver  a  inequação  ( 3x  +  1)  ( 2x-5 )  ^  0  em  IR. 
A  inequação  (3x  +  1)  ( 2x—S )  ^  0  é  equivalente  a: 

(3x  +  1)  ■  (2x  -  5)  >  0 


OU 


(3x  +  1)  ■  (2x—5) 


0 


1 


5 


Resolvendo  (T) ,  temos  Ss 

Resolvendo  (n)  ,  temos  S2 
O  conjunto  solução  é: 

s  -  s,  u  s 


x  £  IR  I  x  < 


ou  x  > 


3 


2 


1  5 
3’  2 


1 


1_  _5 
3  ’  2 


5 


x  £  IR  I  x  < 


U 


ou  x  > 


2 


2 


3 
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ou  seja: 


1 


5 


X  e  IR  I  X  < 


S 


OU  X  ^ 


3 


2 


Se  recorrêssemos  ao  quadro-produto,  teríamos: 


5 


3 


2 


I 


X 


Ux)  =  3x  4-  1 


O 


+ 


+ 


r 


" 


1 


gix)  -  2x  -  5 


O 


+ 


i 


0 


fCx)  •  g(x) 


0 


+ 


+ 


5 


x  e  ir  i  x  í 


s 


ou  x  > 


3 


2 


105  Dentre  as  inequações-produto,  são  importantes  as  inequações: 

LA*)]"  >  0,  I/(x)]n  <  0,  [/(x)]n  >  0  e  L/(x)]n  <  0,  em  que  n  G  IN*. 

Para  resolvermos  essas  inequações,  vamos  lembrar  duas  propriedades 
das  potências  de  base  real  e  expoente  inteiro: 

1?)  “Toda  potência  de  base  real  e  expoente  ímpar  conserva  o  sinal  da 
isto  é: 


base 


3  J 


2n  +  I 


>  0 


a  >  0 


a 


2n  +  1 


0 


0 


a 


a 


2n  +  1 


<  0 


a  <  0  (n  E  IN) 


a 


2? ;  Toda  potência  de  base  real  e  expoente  par  é  um  número  não  nega 
isto  é: 


tivo 


7 


a2n  ^  0,  V  a  G  IR,  V  n  E  IN 


i 


Assim  sendo,  temos  as  seguintes  equivalências: 

f(x)  >  0  se  n  é  ímpar. 

f(x)  ^  0  se  n  é  par 

se  n  é  ímpar 

se  n  é  par 


íf(x)l"  >  0 


f(x)  <  0 

áx  G  IR 


[f(x)l"  <  0 
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se  n  é  ímpar 

i  é  par 

se  n  é  ímpar 

n  é  par 


i'(x)  ^  0 


[f(x)ln  ^  0 


V  x  G  D(f) 


se 


f(x)  ^  0 

f(x)  =  0 


[f(x)]n  SC  0 


Exemplos 


í 


2) 


i °.)  (3x  -  ly  >  o 


x  G  IR  I  x  > 


3x  -  2  >  0 


S 


3  J 


S 


x  G  IR  I  x 


2")  (4x  -  3)(’  >  0 


4x 


3  0 


4 


1 


x  G  IR  I  x  < 


3?) 


(2x  +  iy  <  o 


2x  +  1  <  0 


S 


4?)  (x  -  iy  <  o 


s 


3 


5o) 


5x)7  >  0 


3 


S 


IRIx  < 


5x  >■  0 


x 


5 


6?)  (4x  -  5)2  ^  0 


S  =  IR 


S  =  4j 


7?) 


(8  -  2x)4  s£  0 


8 


0 


215. 


Resolva,  em  IR,  as  inequações: 


0 


e)  (6x  -  1)  (2x  +  7)  ^  0 

f)  (5  -  2x)  (-7x  -  2)  s?  0 


b)  (4 

c)  (5x  +  2)  (2  -  x)  (4x  +  3)  >  0 

d)  (3x  +  2)  (-3x  +  4)  (x  -  6)  <  0 


2x)  (5  +  2x)  <  0 


g)  (3  -  2x)  (4x  +  1)  (5x  +  3)  ^  0 


3x)  (7  -  2x)  (1  -  4x)  <  0 


216 


Resolva,  em  IR,  as  inequações: 

a)  (x  -  3)4  >  0 

b)  (3x  +  8)3  <  0 

c)  (4  -  5x)6  <  0 

7x)5  >  0 


e)  (3x  +  5)2  ?  0 

f)  {5x  +  l)3  í  0 


g)  (4  +  3x)4  $  0 


h)  (3x  -  8)5  ^  0 


d)  (1 
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217.  Resoiva,  em  IR,  a  inequação  (x  -  3 )s  •  ( 2x  +  3)6  <  0. 


Solução 


(x  —  3Y  e 


Estudemos  separadamente  os  sinais  das  funções  f{x) 

=  (2x  +  3 )6.  Lembrando  que  a  potência  de  expoente  ímpar  e  base  real 
tem  o  sinal  da  base,  então  o  sinal  de  (x  -  3)5  é  igual  ao  sinal  de  x  -  3, 


isto  é: 


3 


f  (x) 


+ 


0 


x 


A  potência  de  expoente  par  e  base  real  não  nula  é  sempre  positiva,  então 

e  (2x  +  3)f>  é  nulo  se  x 


3  . 


3 


( 2x  +  3  f  é  positivo  se  .x  ^ 


isto  é: 


7 


2 


2 


3 


2 


+ 


glx} 


0 


x 


Fazendo  o  quadro-produto,  temos: 


3 


3 


2 


x 


0 


iM 


I 


g(x) 


0 


+ 


+ 


+ 


! 


fíxí  ■  gíx) 


0 


0 


+ 


3 


3 


2 


3 


x  G  IR  I  x  <  3  e  x  ^ 


S 


2 


218.  Resolva,  em  IR,  as  inequações: 

a)  (5x  +  4)4  *  (7x  ~  2)3  ^  0 

b)  (3x  +  l)3  *  (2  -  5x)5  *  (x  +  4) 8  >  0 

c)  (x  +  6)7  ■  (6x  -  2)4  *  (4x  +  5)1U  ^  0 

d)  (5x  -  1)  *  (2x  4-  6)8  *  (4  -  6x)6  ^  0 


219.  Determine,  em  IR,  a  solução  da  inequação 

(3x  -  2)3  (x  -  5)2  (2  -  x)x  >  0. 
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XVL  Inequações-quociente 


106.  Sendo  f(x)  e  g(x)  duas  funções  na  variável  x ,  as  inequações 


f(x) 


f(x) 


f(x) 


f(x) 


>  0 


<  0 


<  0 


e 


g(x) 


g(x) 


g(x) 


g(x) 


são  denominadas  inequações-quociente. 

Considerando  que  as  regras  de  sinais  do  produto  e  do  quociente  de  nú¬ 
meros  reais  são  análogas,  podemos,  então,  construir  o  quadro-quociente  de  mo¬ 
do  análogo  ao  quadro-produto,  observando  o  fato  de  que  o  denominador  de 
uma  fração  não  pode  ser  nulo. 


Exem  p  lo 


3x  +  4 


Resolver  em  IR  a  inequaçao 


Temos: 


2. 


I  -  x 


3x  +  4 


3x  +  4 


3x  +  4-2(1  -  x 


2á0 


1 


x 


X 


x 


5x  +  2 


<  0 


1 


x 


Fazendo  o  quadro-quociente,  temos: 


2 


5 


i 


■ 


X 


0 


fíx)  =  5x  ■+■  2 


+ 


+ 


0 


+ 


glxi 


1 


X 


fíx) 


O 


+ 


tx) 


2 


x  G  IR  l  x  < 


S 


ou  x  >  T. 


5 


3x  +  4 


Podemos  resolver  a  inequação 

x  e  examinando  dois  casos: 


^  2,  multiplicando  por  h(x) 


1 


x 


I 


a)  h(x)  =  1  -  x  >  0,  isto  é,  x  <  1 

3x  +  4 


2 


3x  +  4  ^  2(1  -  x) 


x  < 


5 


x 


2  -  í 


2 


[x  G  iRlx  <  1]  n  xG  IIR  I x  ^ 


x  G  IR  !  x  < - . 


S 


5J  ( 


i 


5 
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x  <  0,  isto  é,  x  >  1 

3x  +  4  ^  2(1 


b  h(x) 


1 


2 


3x  +  4 


<  2 


x  ^ 


5 


1  -  x 


2J 


;x  G  [R  I  x  >  1  . 


fx  G  IR  I  x  >  1 )  n 


IR  I  x  > 


S 


Y 


5J 


2 


O  conjunto  solução  é: 


2 


x  G  IR  I  x  < 


s  =  s,  u  s 


ou  x  >  1  . 


2 


5 


Daremos  sempre  preferência  ao  método  do  quadro-quociente,  por  sua 
maior  simplicidade. 


Z20  Resolva  as  inequações,  em  IR: 


2x  +  1 


3 


4x 


>  0 


x  +  2 

3x  -  2 


5x  +  1 
-3  -  2x 


d) 


b) 


<  0 


<  0 


3 


3x  +  1 


2 '  Resolva,  em  IR,  as  inequações: 

5x  -  3 


5x  —  2 


a) 


>  -1 


d)  ~ 


<  2 


4 


3x  -I-  4 


3x  -  5 


x 


b) 


>  3 


e)  - 


<  1 


x  + 


4 


6x 


x  +  1 


f) 


C) 


< 


x  +  3 


x  -  2 


22?.  Resolva  as  inequações,  em  IR: 


(1  -  2x)  (3  +  4x) 


(5x  +  4)  (4x  +  1 


>  0 


c) 


^  0 


(4  -  x 


(5  -  4x) 

d  ~  2x) 

(5  -  x)  (3  -  x) 


(3x  +  1) 

(2x  +  5)  (5x  +  3) 


b) 


<  0 


d) 


<  0 
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223  Resolva,  em  IR,  as  inequações: 


2 


I 


5x  +  2 


5x  -  1 


a) 


e) 


< 


> 


4 


x  +  3 


4x  +  5 


4x  -  1 


x 


1 


2 


I 


2 


3 


b 


f) 


<  0 


< 


2 


x  -  1 
x  +  1 


1 


2 


3 


x 


x 


X 


X 


x  +  3 


2 


1 


1 


c) 


g) 


> 


x  +  2 

x  +  5 


x  +  4 


3x 


1 


X  —  1  X  +  1 


2 


x 


d) 


3x  +  2  3x  +  5 


Ache  os  valores  reais  de  x  para  os  quais  vale  a  desigualdade: 

4  .  3 


1 


> 


+ 


2 


x 


X 


CAPITULO  VII 


L  Definição 


107.  Uma  aplicação  /  de  IR  em  IR  recebe  o  nome  de  função  quadrática  ou 

do  2?  grau  quando  associa  a  cada  x  £  IR  o  elemento  ( ax 
em  que  a ,  b,  c  são  números  reais  dados  e  a  ^  0. 


■f  bx  +  c)  E  IR 


ax:  +  bx  +  c 


0) 


(a 


Exemplos  de  funções  quadráticas: 

3x  +  2 

2x:  +  4x  - 
-3x2  +  -5x  - 


2 


a)  f(x) 

b)  f(x) 


1,  b  =  - 

2,  b  =  4 

-3,  b  =  5 
1,  b  =  0 

—2,  b  ~  5 

b  =  0 


3,  c  =  2 


X 


a 


3 


3 


em  que 


a 


c 


1 


1 


a 


c 


d)  f(x) 


2 


4 


4 


x 


em  que 


a 


c 


e)  f(x) 


+  5x 


em  que 


a 


c 


3x2 


0 


em  que 


a 


II.  Gráfico 


108.  O  gráfico  da  função  quadrática  é  uma  parábola.  *) 


(*)  Isso  é  provado  no  volume  de  Geometria  Analítica  desta  coleção. 
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Exemplos 

1?)  Construir  o  gráfico  de  y 


2 


I. 


X 


: 


1 


X 


y 


X 


3 


8 


2 


3 


1 


0 


0 


1 


1 


0 


2 


3 


3 


8 


2?)  Construir  o  gráfico  de  y 


x 2  + 


X2  +  ) 


X 


y 


3 


8 


2 


3 


0 


0 


1 


1 


0 


2 


3 


3 


8 


22’  Construa  os  gráficos  das  funções  definidas  em  IR: 


2 


2x: 


3x2  -  3 

2x  +  4 


g)  y 


y 


y 


2 


b)  y 


e)  y  -  x2  -  2x 

f)  y  =  -2x2  -  4x 


2 


h)  y 


x 


x 


2x2 


c)  y 
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226.  Em  que  condições  a  função  quadrática  y  =  (m2  -  4)x2  -  {m  +  2)x  -  1  está 

definida? 


227  Determine  uma  função  quadrática  tal  que  /(-/ ) 


4,fU)  =  2  e  f(2) 


1 


ax -  +  bx  +  c.  Sabendo  que  fíl) 


228.  Seja  f(x) 

detérmine  o  produto  abc. 


4,f(2)  0  e  f(3) 


2 


III.  Concavidade 


109.  A  parábola  representativa  da 

função  quadrática  y 
pode  ter  a  concavidade  voltada  para  “ci 

ou  voltada  para  “baixo”. 


ax 2  +  bx  +  c 


1  í 


ma 


Se  a  >  0,  a  concavidade  da  pa¬ 
rábola  está  voltada  para  cima. 


Se  a  <  0,  a  concavidade  da  pa 
rábola  está  voltada  para  baixo. 


IV.  Forma  canônica 


110.  A  construção  do  gráfico  da  função  quadrática  y 
o  auxílio  de  uma  tabela  de  valores  xeyt  como  foi  feito  no  item  anterior,  torna- 
se  às  vezes  um  trabalho  impreciso,  pois  na  tabela  atribuímos  a  x  alguns  valores 
inteiros  e  pode  acontecer  que  em  determinada  função  quadrática  os  valores  de 
abscissa  (valores  de  x),  em  que  a  parábola  intercepta  o  eixo  dos  xou  a  abscissa 

do  ponto  da  parábola  de  maior  ou  menor  ordenada,  não  são  inteiros. 

Para  iniciarmos  um  estudo  analítico  mais  detalhado  da  função  quadrá¬ 
tica,  vamos  primeiramente  transformá-la  em  outra  forma  mais  conveniente,  cha¬ 
mada  forma  canônica. 


ax2  +  bx  +  c  com 


i  40 


bf _ b: 

4a2  4a2 


b 


b 


c 


c 


ffx)  =  ax-  +  bx  +  c 


r  + 


x  + 


a  x-  + 


x-  + 


X  + 


a 


a 


a 


a 


a 


u 


b  \- 


b 


b 


b 


b2-4ac 


c 


x-  + 


x  + 


a 


a 


x  + 


4a2 


4a2 


4a2 


2a 


a 


a  i . 


4ac  por  A,  também  chamado  discriminante  do 
trinômio  do  segundo  grau,  temos  a  forma  canônica. 


Representando  b 


2 


b 


A 


f(x) 


a;  x  +  - 


4a2 


2a 


V.  Zeros 


lll.  Os  zeros  ou  raizes  da  função  quadrática  /(a  )  -  ax2  +  bx  +  c  são  os 
valores  de  x  reais  tais  que  f{x)  =  0  e,  portanto,  as  soluções  da  equação  do  se* 
gundo  grau 


ax2  -l-  bx  +  c 


0. 


Utilizando  a  forma  canônica,  temos: 


b 


2 


A 


ax2  +  bx  +  c 


0 


0 


X  4- 


a 


4a2 


2a 


2 


b 


2 


A 


b 


A 


0 


x  + 


X  + 


2a 


4a2 


2a 


4a2 


\  A 


b  ±  v’A 


b 


x  + 


X 


2a 


2a 


2a 


112  Número  de  raízes 


Observe  que  a  existência  de  raízes  reais  para  a  equação  do  segundo  grau 

ax2  +  bx  +  c  =  0  fica  condicionada  ao  fato  de  VA  ser  real.  Assim,  temos  três 
casos  a  considerar: 


141 


FUNÇÕES  QUADRÁTICAS 


a  equação  apresentará  duas  raízes  distintas,  que  são 


1?)  A  >  0, 


b 


\A 


\ 


X 


e  x 


: 


2a 


2a 


2?)  A 


a  equação  apresentará  duas  raízes  iguais,  que  são: 


b 


x 


X 


I 


2 


2a 


3?)  A  <  0,  sabendo  que  nesse  caso  JÃ  IR,  diremos  que  a  equação 
nao  apresenta  raízes  reais. 


Resumo 


b  -  vA 


A  >  0 


OU  X 


X 


2a 


2a 


ax2  +  bx  +  c 


0 


b 


A  -  0 


x 


2a 


A  <  0 


nao  existem  raízes  reais. 


1 13.  Significado  geométrico  das  raízes 


Interpretando  geometricamente, 
dizemos  que  os  zeros  da  função  quadrá¬ 
tica  são  as  abscissas  dos  pontos  onde  a 
parábola  corta  o  eixo  dos  x. 


Exemplo 

Construindo  o  gráfico  da  função 
y  =  x‘~4x  +  3  podemos  notar  que  a 
parábola  corta  o  eixo  dos  x  nos  pontos 

de  abscissas  /  e  3,  que  são  as  raízes  da 
equação  x2-4x  +  3 


2 


0 . 
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229  Determine  os  zeros  reais  das  funções: 

x2  -  3x  +  2 
-X2  +  7x  -  12 
3x2  -  7x  +  2 
x2  -  2x  +  2 
x2  +  4x  +  4 


x2  +  3x  —  4 


a)  f(x) 

b)  f(x) 

c)  f(x) 

d)  f(x) 

e)  f(x) 

o  m 


h)  f(x) 

i)  f(x) 


1 


2 


2x  + 


x 


\ 


2 


x2  +  (1  -  -y  3)x  -  v'3 
2x2  -  4x 
-3x:  +  6 
4x2  +  3 


j )  f (x) 

k)  f(x) 

l)  f(x) 

m)  f(x) 

n)  f(x) 


3 


x  +  1 


Xa  + 


2 


2 


5x2 


2x  -  1 

230.  Uma  empresa  produz  e  vende  determinado  tipo  de  produto.  A  quantidade  que 

ela  consegue  vender  varia  conforme  o  preço,  da  seguinte  forma:  a  um  preço  y 

ela  consegue  vender  x  unidades  do  produto,  de  acordo  com  a  equação  y  =  50 
Sabendo  que  a  receita  (quantidade  vendida  vezes  o  preço  de  venda)  obtida  foi 

de  CR$  1 250,00,  qual  foi  a  quantidade  vendida? 

231.  Resolva  o  sistema 


g)  f(x) 


v 


X 


r 


i 


i 


7 


+ 


12 


N 


y 


12 


x  •  y 

2  12.  a)  Resolva  a  equação  x 

b)  Resolva  o  sistema 


2 


3x  ~  4  =  0. 

2x  +  y  =  4 
2x  +  xy  =  -8  ' 

23:1.  Determine  os  zeros  reais  da  função  f(x)  =  x 


4 


3x~  -  4, 


Solução 


Queremos  determinar  x  G  iR  tal  que  x 
Fazendo  a  substituição  z 


4 


3x2  -4  =  0. 


2 


x~.  vem: 


: 


3z  -  4  =  0 


z 


2 


cuja  solução  é  z 


4  ou  z 


1,  mas  z 


r;  então: 


±2 


2 


4 


X 


X 


e 


?x£  IR. 

x4-3x2-4  são  x 


I 


X" 


Logo,  os  zeros  reais  da  função  /(x) 


2  e  x 


2. 
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234.  Determine  os  zeros  reais  das  funções: 

5x2  +  4 
+  5x2  +  36 


2x4  +  6x:  +  4 

-x4  +  3x2 


4 


e)  f(x) 

f)  f(x) 

g)  f(x) 


a)  f(x) 

b)  f(x) 

c)  f(x) 

d)  f(x) 


X 


4 


3 


x 


3xJ 


4 


6 


x 


x 


7x-  -  8 


4x:  +  4 


n 


X 


X 


235.  Determine  os  valores  de  m  para  que  a  função  quadrática 

mx2  +  ( 2m  -  /) x  +  (m  -  2)  tenha  dois  zeros  reais  e  distintos. 


/( x ) 


Solução 


Na  função  f(x)  =  mx*  +  ( 2m  —  I)x  +  (tn  —  2),  temos: 

a  =  m,  b  =  2m-  l,c  =  m-2  e  á  =  4m  +  1. 

«áj 

Considerando  que  a  função  é  quadrática  e  os  zeros  são  reais  e  distintos, 
então: 


a  =  m  0  e  A  =  4m  -  1  >  0 


ou  seja: 


ra  0  e  m  > 


4 


236.  Determine  os  valores  de  m  para  que  a  função  quadrática 

/(.v)  =  im  -  !)x2  +  ( 2m  +  3 )x  +  in  tenha  dois  zeros  reais  e  distintos. 


23 1  Determine  os  valores  de  m  para  que  a  equação  do  2?  grau 

{ m  +  2 ).v :  +  (3  -  2m)x  +  (m  -  1)  -  0  tenha  raizes  reais. 


238.  Determine  os  valores  de  m  para  que  a  função 

mx2  +  ( m  +  l)x  +  (m  +  J)  tenha  um  zero  real  duplo. 


/( -v ) 


239.  Determine  os  valores  de  m  para  que  a  equação 

x -  +  ( 3m  +  2)x  +  (m2  +  m  +  2)  =  0  tenha  duas  raízes  reais  iguais. 


240.  Determine  os  valores  de  m  para  que  a  função 

f(x)  =  (m  +  l)x2  +  (2m  -f  Í)A'  +  (tn  "  /)  não  lenha  zeros  reais. 


2  41.  Determine  os  valores  de  m  para  que  a  equação 

mx2  +  ( 2m  -  l)x  +  (m  —  2)  =  0  não  tenha  raízes  reais. 


242.  O  trínômio  ax2  +  bx  +  c  tem  duas  raízes  reais  e  distintas;  a  e  *3  sào  dois 

números  reais  não  nulos.  O  que  se  pode  afirmar  sobre  as  raízes  do  trínômio 

x2  +  j 8bx  +  aj 32c? 


a 


a 
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Mostre  que  na  equação  do  2?  grau  ax2  4  bx  4  c 
temos  para  a  soma  S  das  raízes  S 

A'i  -  X 


243, 


0;  de  raízes  reais  x}  e  x 

e  para  produto  P  das  raízes 


2  > 


b 


X}  +  X 


2 


ü 


C 


P 


/ 


2 


Q  ' 


Na  equação  do  2?  grau  2x2  -  5x 

a)  Xj  4  x 

b)  x,  ■  x2 


244, 


1 


0 ,  de  raízes  x;  e  calcule: 


d)  (x , ) 2  +  (x2): 


2 


X 


X, 


I 


e) 


+ 


X, 


X 


1 


1 


O  (x,)'  +  (X2) 


3 


c)  ■ 


*1 


As  raízes  da  equação  2x2  2mx  +  3 

tra,  Calcule  o  valor  dc  m. 


245, 


0  são  positivas  e  uma  é  o  triplo  da  ou- 


2 


246, 


As  raízes  da  equação  x 
ferença  entre  essas  raízes. 


+  bx  4  47 


0  são  inteiras.  Calcule  o  módulo  da  di 


2 


247, 


Se  /■  e  s  sào  as  raízes  da  equação  ax 
valor  de 


4  bx  4  c 


Oqü^Occ^O.  qual  é  o 


/ 


/ 


4 


2 


2  ’ 


r 


s 


Determine  o  parâmetro  m  na  equação  x2  4  mx  4  m 
do  que  ele  tenha  uma  raiz  nula  e  a  outra  positiva. 


2 


248, 


0S  de  mo- 


12 


m 


Dadas  as  equações  x2  5x  4  k  =  0  e  x2  7x  4  2k  =  0 ,  sabe-se  que  uma  das 
raízes  da  segunda  equação  é  o  dobro  de  uma  das  raízes  da  primeira  equação. 
Sendo  k  &  0 ,  determine  k . 


249. 


250, 


Mostre  que  uma  equação  do  2?  grau  de  raízes  x}  e  x2  é  a  equação  x2  —  Sx  4  P  —  0 
em  que  5  —  xt  +  x2  e  P 


X ;  '  Xj?  É 


251. 


Obtenha  uma  equação  do  segundo  grau  de  raizes: 

a)  2  e 


3 


d)  1  e 


2 


1 


3 


b) 


e)  1  +  \  3  e  1  -  ^  3 


e 


2 


2 


c)  0.4  e  5 


2 


252. 


Se  a  equação  ax 

e  x2,  obtenha  a  equação  de  raízes: 


+  bx  +  c 


0 ,  a  7^  0.  admite  as  raízes  reais  não  nulas  x 


x 


X, 


a)  (x,)~  e  (x2) 


! 


c) 


e 


x. 


X 


; 


1 


1 


d)  (x,)3  e  (x2) 


3 


b) 


e 


\ 


x2 


: 
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253,  Determine  m  na  equação  mx2  -  2{m  —  l)x  +  m  —  Q  para  que  se  tenha 

são  as  raízes  da  equação. 


xi 


x 


2 


4,  em  que  x}  e  x2 


+ 


*2 


X, 


254.  O  trinômio  f(x) 

é  o  trinômio  cujas  raízes  são 


x2  —  px  +  q  tem  por  raízes  aeb,  a^Oeb^O.  Qual 

/  1 


e 


b 


a 


255.  Sejam  m,  n  dois  números  inteiros  positivos  tais  que  rrt,  n  são  ímpares  consecuti- 


1599 


vos  e  m  ■  n 


Indique  o  valor  de  m  +  n. 


VI.  Máximo  e  mínimo 


114.  Definições 


Dizemos  que  o  número  yM  £  7m(/)  é  o  valor  máximo  da  funçào 

f(x)  se,  e  somente  se,  yM  >  y  para  qualquer  y  £  /*//).  O  número 

f(xM)  é  chamado  ponto  de  máximo  da  função. 

Dizemos  que  o  número  ym  £  /m(/)  é  o  valor  mínimo  da  função 
f(x)  se,  e  somente  se,  ym  ^  y  para  qualquer  y  £  O  número 

/(x_)  é  chamado  ponto  de  mínimo  da  função. 


y 


xM  £  D{f)  tal  que  y 


M 


y 


£  £>(/)  tal  que  y 


x 


*n 


m 


y 


Y 


V 


Yw 


vaior 

máximo 


E 


i 


i 


ponto  de  mínimo 


i 


; 


i 


i 


X 


m 


i  *v 


X 


l 


E 


I 


1 


Y 


vaíor 

mínimo 


TV 


ponto  de  máximo 


i 


V 
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1 1  5.  Teoremas 


ax~  +  bx  +  c  admite  o  valor 


I.  Se  a  <  0,  a  função  quadrática  y 

para  xu 

II.  Se  a  >  0,  a  função  quadrática  y 

para  x 


b 


A 


máximo  yM 


2a 


4a 


ax 2  +  bx  +  c  admite  o  valor 


b 


A 


mínimo  y 


m 


m 


4a 


2a 


Demonstração 

I.  Consideremos  a  função  quadrática  na  forma  canônica: 


2 


b 


A 


(D 


x  + 


a 


y 


4a2 


2a 


Sendo  a  <  0,  o  valor  de  y  será  tanto  maior  quanto  menor  for  o  valor 

da  diferença  [jr  + 


b 


A 


4a2 


2a 


A 


Nessa  diferença, 


é  constante  (porque  não  depende  de  x;  só  depende 


4a' 


b 


2 


^  0  para  todo  x  real.  Então  a  diferença  assume  o 


de  a,  b,  c)  e  \x  + 


2a 


b 


b 


menor  valor  possível  quando  \x  + 


0,  ou  seja,  quando  x 


2a 


2a 


b 


temos  na  expressão  (1): 


Para  x 


2a 


b 


b 


A 


A 


A 


a  O2 


+ 


y 


a 


4a 


4a2 


2a  2a 


4a 


II.  Prova-se  de  modo  análogo. 


116.  Aplicações 


1?)  Na  função  real  f(x) 
8  e  A  - 

Como  a 


4x2  —  4x  -  8,  temos:  a 


4,  b  -  -4 


144. 


c 


4  >  0,  a  função  admite  um  valor  mínimo: 


A 


44 


isto  á:  y 


9 


y 


m 


m 


4  *  4 


4a 


em 


b 


4 


1 


sto  é:  x 


x 


2 


m 


m 


2  •  4 


2a 
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3 


3 


2.)  Na  função  real  f(x) 


I,  b  =  I,  c 


temos:  a 


je  +  x  + 


4 


4 


4 


e  A 


1  <  0,  a  função  admite  um  valor  máximo: 


Como  a 


A 


4 


isto  é: 


Ym 


Vm 


4a 


4(-i) 


em 


b 


1 


isto  é:  xN1 


x 


M 


2a  2(-l) 


2 


VIL  Vértice  da  parábola 


-b 


117.  O  ponto  V 
da  função  quadrática. 


é  chamado  vértice  da  parábola  representativa 


2a  4a 


256  Determine  os  vértices  das  parábolas: 


1 


4 


x- 


+ 


X  -í 


>  y 


y 


2 


7 


2 


x"  +  3x 


b)  y 


e)  y 


■x-  +  x 


9 


7 


5x  +  2 


O  y 


x  —  2 


c)  y 


x- 


3 


25  7  Determine  o  valor  máximo  ou  o  valor  mínimo  e  o  pomo  do  máximo  ou  o  ponto 

de  mínimo  das  funções  abaixo,  definidas  em  IR. 

2x-  4-  5x 

3x2  +  12x 


7 


y 


d)  y 


a)  y 


X  ~T 


1 


x-  +  5x 


b)  y 


e)  \ 


" 


4 


1 


x- 


c)  y  =  4x^  -  8x  +  4 


f)  y 


+ 


\ 


3 


3.x2 


258.  Determine  o  valor  de  m  na  função  real  f(.x) 

...  5 


2.x  +•  ui  para  que  o  valor 


nu  mino  seja 


3 
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3x2  +  2(  m  - 1  ).v  +  (m  +  / )  para 


259  Determine  o  valor  de  m  na  função  real  /(.v) 

que  o  valor  máximo  seja  2. 


mx'  +  (m-J)x  +  (m  +  2)  para 


260,  Determine  o  valor  de  m  na  função  real  J(x) 

que  o  valor  máximo  seja  2. 


/  ).v 2  +  ( m  +  ]  ).v 


Determine  o  valor  de  m  na  funçào  real  f(x) 

para  que  o  valor  mínimo  seja  /. 


(m 


261. 


m 


262  Dentre  todos  os  números  reais  de  soma  8,  determine  aqueles  cujo  produto  é 

máximo. 


Solução 


Indicando  por  x  e  z  esses  números  e  por  y  o  seu  produto,  temos; 


8 


X  4  Z 


y 


X  •  z 


Como  precisamos  ficar  com  uma  só  das  variáveis,  x  ou  p.  fazemos 


8 


8 


X  +  z 


z 


X 


e  portanto: 


x;  +  8x 


x(8  -  x)  - 

1  <  0,  y  é  máximo  quando 


y 


x  •  z 


y 


Como  a 


b 


8 


4. 


x 


X 


2a 


2  •  (-1 


Substituindo  em  r 


8 


4. 


a,  vem  c 

Logo,  os  números  procurados  são  4  e  4. 


A"  +  5x 


263.  Seja  v 


I .  Dado  que  ,v  varia  no  intervalo  fechado  \0,  6],  deter¬ 
mine  o  maior  (y.í)  e  o  menor  (>■.,.)  valor  que  y  assume. 


2x  ’  +  7.v 


264.  Dada /(A-) 


15,  para  que  valor  de  .v  a  função  atinge  um  máximo  ’ 


2.v-  +  b. v  +  c  passa  pelo  ponto  (  /,  0}  e  seu  vér- 


265.  A  parábola  de  equação  y 

tiee  é  o  ponto  de  coordenadas  (2,  v).  Determine  v. 


266  Dentre  todos  os  números  reais  .ve 

produto  é  máximo. 

26 7.  Dentre  todos  os  retângulos  de  perímetro  20cm,  determine  o  de  área  máxima. 

268  Dentre  todos  os  números  x  e  ç  de  soma  6,  determine  aqueles  cuja  soma  dos  qua¬ 
drados  é  mínima. 


tais  que  2,v  + 


8 ,  determine  aqueles  cujo 


269  Determine  o  retângulo  de  área  máxima  localizado  no  primeiro  quadrante,  com 

4x  +  5. 


dois  lados  nos  eixos  cartesianos  e  um  vértice  na  reta  v 
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É  dada  uma  folha  de  cartolina  como  na 
figura  ao  lado*  Cortando  a  folha  na  li- 

nha  pontilhada  resultará  um  retângulo. 
Determine  esse  retângulo,  sabendo  que  a 
área  é  máxima* 


270. 


6 


! 


I 


I 


E 


8 


271. 


Determine  o  retângulo  de  maior  área  comido  num  triângulo  equilátero  de  lado 
4  cm,  estando  a  base  do  retângulo  num  lado  do  triângulo. 


272. 


Num  triângulo  isósceles  de  base  6 cm  e  altura  4  cm  está  inscrito  um  retângulo. 
Determine  o  retângulo  de  área  máxima,  sabendo  que  a  base  do  retângulo  esta 
sobre  a  base  do  triângulo. 


273. 


Uma  conta  perfurada  de  um  colar  é  enfiada  em  um  arame  fino  com  o  formato 
da  parábola  y 

lizar  no  arame  até  chegar  ao  ponto  Q  de  ordenada  “d.  Qual  é  a  distância  hori¬ 
zontal  percorrida  pela  conta  (diferença  entre  as  abseissas  de  P  e  Q)1 


2 


6 .  Do  ponto  P  de  coordenadas  (4,  10)  deixa-se  a  conta  des 


x 


274. 


Uma  parede  de  tijolos  será  usada  como  um  dos  lados  de  um  curral  retangular* 
Para  os  outros  lados  iremos  usar  400  metros  de  tela  de  arame,  de  modo  a  produ¬ 
zir  área  máxima.  Quai  é  o  quociente  de  um  lado  pelo  outro? 


VIII.  Imagem 


118.  Para  determinarmos  a  imagem  da  função  quadrática,  tomemos  inicial¬ 
mente  a  função  na  forma  canônica: 


2 


b 


A 


f(x) 


x  + 


a 


4a2 


2a 


; 


b 


2 


b 


A 


ou  seja,  f(x) 

qualquer  x  £  IR;  então  temos  que  considerar  dois  casos: 


.  Observemos  que  |.v  + 


^  0  para 


Ü  I X  T 


2a 


4a 


2a 


/.  caso: 


2 


b 


a  >  0  = 


^  0,  e,  portanto: 


a  íx  + 


2a 


2 


b 


A 


A 


y  =  a  x  + 


2a 


4a 


4a 
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O 


cas  o : 


b 


2 


a  <  0 


^  0, 


e,  portanto: 


a  x  + 


2a 


b 


2 


A 


a  x  + 


y 


2a 


4a 


4a 


Resumindo: 


k. 


- 


y  ^ 


Vx 


a  > 


4a 


A 


Vx  E  In. 


a  <  0 


4a 


ou  ainda: 


4.1 


Im(f) 


a  >  0 


4a  I 


A 


y  E  !R  I  y  ^ 


a  <  0 


Im(f) 


4a 


imagem  da  função  /  de  IR  em  IR  definida  por  f(x) 


8x  +  6. 

Na  função  f(x)  -  2x2—8x  +  6, 


temos: 


6 


2,  b 


8  e  c 


a 


y 


logo: 

A  -  b--4ac 


(— 8)2-4 .2-6 


16 


16 


A 


2. 


e  portanto: 


4a 


4  •  2 


Como  a 


2  >  0.  temos: 


2 


IR  I  _v  ^  -21. 


Im(f)  =  [y 


X 


2 
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2?)  Obter  a  imagem  da  função  /de  IR  em  IR  definida  por 


2 


5 


x 


f(x) 


T 


3 


3 


2 


5 


x 


Na  função  f{x) 


+  2x 


V 


3 


3 


temos: 


1 


5 


b  =  2 


a 


3 


3 


•i 


logo: 


3 


X 


1 


5 


A  =  b2— 4ac 


22— 4  • 


3 


9 


3 


e  portanto: 


9 


A 


3 


4a 


4 


3 


1 


Como 


<  0,  temos: 


3 


4 


y  G  IR  I  v  ^ 


mn 


3 


1  Determine  a  imagem  das  funções  definidas  em  IR: 

d)  y  = 

e)  y  = 


2 


4x“  +  Sx  +  12 


y 


3 


x2  +  4 


b)  y 


x  +  1 


x~  - 


2 


1 


3x2  —  9x  +  6 


c)  y 


f)  y 


X“  +  X  +  1 


2 
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Determine  m  na  função  f(x)  =  3x~  ~  4x  +  m  definida  em  IR  para  que  a  ima¬ 
gem  seja  Im  =■  f  v  €  IR  \y  >  21. 


276. 


2 


I 


X 


definida  em  IR  para  que  a 


277. 


Determine  m  na  função  /( x) 
imagem  seia  Im 


+  mx 


2 


3 


y  G  IR  I  v  ^  7  j 


i 


( 


j- 


Eixo  de  simetria 


IX. 


Teorema 


y 


O  gráfico  da  função  quadráti¬ 
ca  admite  um  eixo  de  simetria  perpen¬ 
dicular  ao  eixo  dos  x  e  que  passa  pelo 

vértice. 


(« 


5* 


B 


A 


M 


Os  pontos  da  reta  perpendicular 
ao  eixo  dos  x  e  que  passa  pelo  vér¬ 
tice  da  parábola  obedecem  à  equação 

pois  todos  os  pontos  dessa 


b 


! 


1 


í  2a 


: 


i 


♦ 


b 


b 


x 


* 


+  r 


r 


X 


23 


2e 


2a 


b 


V 


reta  têm  abscíssa 


2a 


b 


Para  provarmos  que  a  parábola  tem  eixo  de  simetria  na  reta  x 

r,  >m,  com  r£  !R,  pertencente 


2a 


b 


devemos  mostrar  que  dado  um  ponto  A 


_ 


2a 


b 


ao  gráfico  da  função,  existe  B 

da  função. 


+  r,  y\  também  pertencente  ao  gráfico 


2a 


Tomando  a  função  quadrática  na  forma  canônica 

b_y 

2a  /  4a 


A 


f(x) 


x  + 


a 


b 


e  considerando  que  A 


pertence  ao  gráfico  da  função,  temos: 


r,  v 


2a 


2 


b 


b 


b 


A 


A 


f 


2 


a  (~r) 


a 


r  + 


y 


r 


4a2 


4a2 


2a 


2a 


2a 


2 


b 


b 


b 


A 


A 


2 


a  (r) 


f 


+  r  + 


+  r 


a 


4a2 


2a 


2a 


4a2 


2a 


b 


provando  que  B 


também  pertence  ao  gráfico  da  função. 


+  r,  y 


2a 
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X.  Informações  que  auxiliam  a  construção  do 

gráfico 


120. 


Para  fazermos  o  esboço  do  gráfico  da  funçào  quadrática 

+  bx  +  c,  buscaremos,  daqui  para  a  frente,  informações  prelimi- 


2 


f(x) 


nares,  que  sao: 


1?)  O  gráfico  é  uma  parábola,  cujo  eixo  de  simetria  é  a  reta  x  - 
perpendicular  ao  eixo  dos  x. 

2?)  Se  a>0,  a  parábola  tem  a  concavidade  voltada  para  cima. 

■ 

Se  a  <  0,  a  parábola  tem  a  concavidade  voltada  para  baixo. 

3?)  Zeros  da  função. 

Se  A  >  0,  a  parábola  intercepta  o  eixo  dos  x  em  dois  pontos  distintos 


2a 


b 


b  ■+■  .  A 


A 


\ 


\ 


P 


0 


P 


Oi. 


e 


2 


J 


* 


2a 


2a 


b 


Se  A  =  0,  a  parábola  tangencia  o  eixo  dos  x  no  ponto  P 

Sc  A<0,  a  parábola  não  tem  pontos 

4?)  Vértice  da  parábola  é  o  ponto  V 
a  <  0  ou  é  mínimo  se  a  >  0. 

4 

Seguem  os  tipos  de  gráficos  que  podemos  obter: 

a  >  0 


.  o\. 


2a 


no  eixo  dos  x. 


b 


que  e  máximo  se 


5 


* 


2a  4a 


/ 


a  >  0 


a  >  0 


Vi 


Y  i 


V 


e 


0 


e 


A  <  0 


A  >  0 


0 


A 


i 


i 


i 


P 


P 


1  V 


x 


2 


V 


i 


v 


v 


I  V 


p 


F 


iV 


2 


i 


' 


V 


x 


X 


£  o 


a  <  0 


a  <  0 


a 


e- 


e 


e 


A  <  0 


A  >  0 


A  -  O 
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278.  Faça  o  esboço  do  gráfico  da  função  y  -  x2  -  4x  +  3 


Solução 


Concavidade 


Como  a 


1  >  0,  a  parábola  tem  a  concavidade  voltada  para  cima. 


Zeros  da  função 

x2  -  4x  +  3  =  0 

Os  pontos  no  eixo  A'  são  PAI,  0)  e  PA3,  0). 


1 


3 


x 


OU  X 


Vértice 


2 


Em  v  ■  x 


4x  +  3,  temos 

4,  c  =  3  e  A  -4. 


I,  b 


a. 


b 


4 


A 


Como 


2  e  • 


l, 


4 - 


2  •  / 

o  vértice  é  V{2,  -7 ). 


2a 


4a 


vi 


Gráfico 

Observe  que  a  parábola  sempre  inter¬ 
cepta  o  eixo  y.  Para  determinarmos 
onde  o  faz,  basta  lembrar  que  o  pon¬ 
to  situado  no  eixo  v  tem  abscissa  nu¬ 
la,  logoy(O)  =  O2  -  4  ■  0  +  3  =  3, 
isto  é,  o  ponto  no  eixo  y  é  (0,  3). 

Determinado  o  ponto  onde  a  parábo¬ 
la  corta  o  eixo  v,  podemos  determinar 
um  outro  ponto  (4,  3)  da  parábola, 
simétrico  a  (0,  3)  em  relação  à  reta 
x  =  2  (eixo  de  simetria  da  parábola). 


! 


eo 


r 


03 


(4,  3) 


(0,  3) 


r  E 


t 


I  w 


ür 


I 


I 


i  O 


I 


i  ■ 


03 


I 


l 


: 


<3h  0} 


lt.  0) 


x 


Í12,  “1 ) 


i 
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x2  +  4x 


279.  Faça  o  esboço  do  gráfico  da  função  y 


4. 


Solução 


Conca  vi  da  de 

Como  a  =  - 


1  <  0,  a  parábola  tem  a  concavidade  voltada  para  baixo. 


Zeros  da  função 

— x2  +  4x  -  4  =  0 
A  parábola  admite  ura  único  ponto  no  eixo  x,  que  é  P 


2 


x 


(2,  0). 


Vértice 

Considerando  que  a  parábola  admite  um  único  ponto  no  eixo  x,  então 
ponto  é  o  vértice  da  parábola. 


Gráfico 


(2,  o» 


x 


«J 


1! 


£ 


10 


I 


(0,  -4) 


2  (- 


(4,  -4) 


T3 


I 


O 


X  I 


®  I 


/ 


X2  +  X  +  1. 


280  Faça  o  esboço  do  gráfico  da  função  y 


2 


Solução 


Concavidade 


1 


a  parábola  tem  a  concavidade  voltada  para  cima. 


Como  a 


>0 


2 


Zeros  da  função 


3  raízes  reais. 


x2  +  x  +  1  =  0 


■-1  <  0 


2 


A  parábola  não  tem  pontos  no  eixo  dos  x. 


156 


FUNÇÕES  QUADRÁTICAS 


Vértice 


2 


Em  y 


4-  x  +  /, 


temos: 


2 


1 


1,  c 


1 


1 


e  d 


a 


* 


2 


b 


I 


1 


A 


1 


1 


Como 


1  e 


2 


2a 


1 


/  2 


2  ■ 


4 


2 


2 


Grafico 


v 


ra 


Oi 


E  i 


i 


w 


1 


o 


I 


x 


I 


03 


! 


í-2,  7} 


(0,  II 


I 


1 


I 


1 


2 


x 


; 


I 


9 


: 


2 


a)  y 


2x  «  3 


e)  y 


x 


X 


4 


1 


3x 


+  4 


+ 


y 


y 


i 


i 


2 


2 


c)  y 


g)  y 


1 


x-  + 


X  + 


X-  +  X 


2 


2 


1 


3x2  +  6x 


d)  y 


h)  y 


3 


No  gráfico  ao  lado  estão  representadas 


#% 


2 


y  -  bx2  e  y 


2 


pecrivamente,  y-ax 


cx\ 


* 


Qual  é  a  relação  entre  a,  b  e  c? 
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2 


283.  O  gráfico  do  trinômio  do  2 


Q 


y 


5 


I 


0 


x 


i 


■ 


i 


! 


I 


9 


Determine  a  e  c. 


Solução 


b 


5 


1 


x 


a 


V 


2a 


2a 


A 


+ 


+ 


9 


c 


y 


v 


4a 


4a 


4 


Resposta:  a 


1  e  c 


r  I 


Y 


3 


3 


I 


I 


' 


1 


2 


x 


Determine  o  trinômio. 


Solução 


b 


b2 


16  a2 


b  —  4a 


2 


I 


x 


v 


2a 


2 


3 


12a 


y 


V 


4a 


4c  =  -12 


3 


c 
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b 


4  (já  utilizado  em  (T)) 


Como  x,  +  x 


2 


a 


c 


Temos,  ainda:  x 
Substituindo  @) 


5 


5a 


I  '  x2 


c 


a 


1 


© 


,  vem:  4a  +  5a 


3 


em 


a 


3 


4 


5 


Portanto:  b 


e  c 


3 


3 


1 


4 


Então,  o  trinômio  é:  y 


x*  + 


x  +  — 


3 


3 


3 


285.  Seja/:  IR 


ax -  +  bx  +  c,  cujo  gráfico  é  da- 


IR  a  função  definida  por  f  (x) 
do  abaixo,  sendo  a,  b,  c  €  IR.  Determine  o  valor  de  a 


v  k 


X 


1  2\  3  4 


■ 


! 


1 


! 


' 


2 


286.  Determine  a  função  g(x)  cujo  gráfico  é  o  simétrico  do  gráfico  da  função 

/(x)  =  2x  -  x2  em  relação  à  reta  y  -  3.  Esboce  o  gráfico. 


287.  Os  gráficos  de  duas  funções  quadráticas 

ge  h  interceptam-se  nos  pontos  P{xs;  yj) 

e  Q ( x2>  com  x2  >  xh  como  mostra 

a  figura. 


h 


Se  g(x)  =  ax2+bx+c  e  h(x)  =  dx2  -f  ex  +  /, 
a  área  da  região  sombreada,  na  figura 

é  dada  por  F(x ,)  -  F[xt) 


Q 


r 


V2 


P 


I 


d -a 


e-b 


3 


■  JT  + 

Nessas  condições,  quanto  vale  a  área  da 
região  sombreada,  no  caso  em  que 
g(x)  =  x2  +  xe  h(x) 


F(x) 


Vi 


-  4- 


i 


3 


2 


i 


i 


i 


i 


2 


x  +  41 


x 


x 


X 


X 


2 


■ 


9 
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XI.  Sinal  da  função  quadrática 


121.  Consideremos  a  função  quadrática 


ax2  +  bx  +  c 


f(x) 


(a  *  0) 

para  que  valores  de  x  E  IR  temos: 


e  vamos  resolver  o  problema: 

a)  f(x)  >  0; 


4  & 


b)  f{x)  <  0; 


c)  f(x) 


5  J 


Resolver  esse  problema  significa  estudar  o  sinal  da  função  quadrática 


para  cada  x  E  IR. 


Na  determinação  do  sinal  da  função  quadrática,  devemos  começar  pelo 
cálculo  do  discriminante  A,  quando  três  casos  distintos  podem  aparecer: 


a)  A  <  0 

Vejamos  como  prosseguir  em  cada  caso. 


b)  A  =  0 


c)  A  >  0 


A  <  0 


1?  caso: 

Se  A  <  0,  então 
Da  forma  canônica,  temos: 


A  >  0. 


2 


b 


A 


a  •  f(x)  =  a 


2 


a  •  f(x)  >  0,  V  x  6 


x  + 


2a 


V* 


r-ov: 


Isso  significa  que  a  função /(x) 
o  sinal  de  a  para  todo  x  E  IR,  ou  melhor: 


ax2  +  bx  +  c,  quando  A  <  0,  tem 


f(x)  >  0,  V  x  £  IR 


a  >  0 
a  <  0 


f(x)  <  0,  V  x  £  IR 


A  representação  gráfica  da  função  f(x ) 

A  <  0,  vem  confirmar  a  dedução  algébrica. 


ax2  +  bx  +  c,  quando 


FUNÇÕES  QUADRÁTICAS 


Exemplos 


(-2Y-4 • 1 ■ 2 


4  <  0  e, 


1?)  f(x) 


2x  +  2  apresenta  A 
1  >  0,  concluímos  que: 


.2 


X- 


co  mo  a 


f(x)  >  0,  V  x  G  IR 


2?)  /( x ) 


x2  +  x—  J  apresenta  A 
1  <  0,  concluímos  que: 


4-1-1)  ■  (-/ 


5<0  e 


como  a 


f(x)  <  0,  v  x  G  IR. 


0 


2 ?  caso:  A 


Da  forma  canônica,  temos: 


b  2 


b 


0 


a  •  f(x) 


: 


2 


X  + 


X  + 


a 


a 


4a: 


2a 


/ 


► 


i náo  negam  o > 


positiv  ■  1 


então  a  ■  f(x )  ->  0,  V  x  E  IR. 

Isso  significa  que  a  função  f(x) 

tem  o  sinal  de  a  para  todo  x  E  IR  -  {jqj,  sendo  xt 
ou  melhor: 


ax2  +  bx  +  c,  quando  A 

zero  duplo  de  /( x) 


0 


2a 


f(x)  >  0,  V  X  e  IR 


a  >  0 


f ( X )  ^  0,  v  x  E  IR 


a  <  0 


A  representação  gráfica  da  função  f(x) 
0,  vem  confirmar  a  dedução  algébrica. 


ax :  +  bx  +  c,  quando 


A 


FUNÇÕES  QUADRÁTICAS 


Exemplos 

m  f(x) > 

f(x)  tem  um  zero  duplo  x 


■  2 


2x  +  7  apresenta  A 


(-2)-’  -  4  •  7  •  7 


0;  então 
7  >  0,  concluímos: 


A 


7? 


1  e,  como  f/ 


/ 


2í7 


f(x)  >  0,  Vx  G  IR  -  Jlj 
f(x)  =  0  se  x  =  1 

2x2  +  8x  -  8  apresenta  A  -  8 2  —  4(—  2)  •  (- 8 )  =  0 

2  e,  como  a 


2o)  f(x) 


b 


então  /{a')  tem  um  zero  duplo  para  x, 
concluímos: 


2  <  0 


2a 


f(x)  <  0,  Vx  e  IR  -  (2! 

0  se 


f(x) 


2 


x 


3"  caso:  A  >  0 


Da  forma  canônica,  temos: 

AVI 


b 


b 


A 


A 


b 


\ 


% 


V 


a  ■  f(x)  =  a:  i  x  + 


+ 


x  + 


a- 


x  H 


2a 


2a 


2a  2a 


2a  2a 


j 


Lembramos  que  a  fórmula  que  dá  as  raizes  de  uma  equação  do  segundo 


grau  é: 


b 


A 


\ 


X 


I 


2a 


b^á  . 


isto  e 


x 


b  +  ,  A 


2  a 


. 


X; 


2a 


fica  evidente  que  a  forma  canônica  se  transforma  em: 

b  4"  \  A  \ 


b 


A 


\ 


af(x)  =  a 


a-(x 


x.)  (x 


X2). 


X 


x 


2a 


2  a 


O  sinal  de  a  •  f(x)  depende  dos  sinais  dos  fatores  (a—  x})  e  (a— as). 

Admitindo  x,  <  x2,  temos  que: 


X 


x-. 


l 


t 


1)  se  x  <  x, 


temos: 


x.  <  0 


x 


a2  *  (x-X|)  (x— x2)  >  0 


a  •  f(x) 


x  <  x,  <  x 


e 


2 


x  -  Xi  <  0 


óôó 
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\ 


x 


X 


í 


2)  se  x 


temos: 


<  x  <  x 


l 


* 


'x-x.  >  0 


*  (x-x,)  (x-x2)  <  0 


a  •  f(x) 


a 


X,  <  X  <  X 


> 


“J 


I 


x-.  <  0 


Ô  Ò 


V  ' 


X 


X «, 


X 


i 


temos: 


se  x  >  x 


2 


? 


x,  >  0 


X 


a:  •  (x-x,)  (X“X;)  >  0 


a  •  f(x) 


X  >  Xt  >  X 


e 


i 


x-.  >  0 


x 


Isso  significa  que: 

1)  O  sinal  de  f(x)  é  o  sinal  de  a  para  todo  x,  tal  que  .r  <  x;  ou  x  >  x:; 

2)  O  sinal  de  /(a*)  é  o  sinal  de  —a  para  todo  x,  tal  que  x}  <  a*  <  x,. 

Em  resumo: 


X 


X 


X 


X 


1 


: 


X  <  X 


K,  <  X  <  X 


X  >  X 


1 


2 


2 


■ 


i 


\ 


■ 


\ 


\  ■' 


\  * 


fixj  tem  o 
sinal  de  a. 


f  £x)  tem  o 


tem  o 
sinal  de  a 


f 


0 


0 


O  gráfico  da  função  j(x) 
firmar  a  dedução  algébrica. 


cix ■  +  bx  +  c,  quando  A  >  0,  vem  con- 


Exemplos 

1°)  f(x)  =  x2-x-6  apresenta 
então  f(x)  tem  dois  zeros  reais  e  distintos: 

b  -  Ja 


a  =  {-iy-4 


1  ■  (-6)  =  25  >0: 


b  +  \  A 


5 


1  +  5 


2 


3 


x 


e  x 


i 


1 


2 


2a 


2 
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1  >  0,  concluímos  que: 


e,  como  a 


f(x)  >  0  para  x  <  -2 

0  para 

f(x)  <  0  para 


x  >  3 


ou 


fx 


2 


3 


ou 


X 


2  <  x  <  3. 


2x2  +  3x  +  2  apresenta  A 
logo  f(x)  tem  dois  zeros  reais  e  distintos: 


2?)  f(x) 


2  2 


4  •  (-2) • 2 


25; 


b  +  vÀ 


3  +  5 


b~xA 


1 


3-5 


\ 


2 


e 


x 


i 


2a 


2 


4 


2  <  0,  concluímos  que: 


e,  como  a 


1 


f(x)  <  0 


ou  x  >  2 


para  x  < 


2 


1 


f(x)  =  0 


2 


para 


x 


x 


2 


1 


f(x)  >  0 


x  <  2 


< 


para 


: 


Estude  os  sinais  de  cada  uma  das  funções  do  exercício  281. 


Quais  as  condições  de  x  para  que  a  expressão  ax:  +  bx  +  c,  em  que 

4ac  >  0  e  a  <  0,  seja  esiritamente  positiva? 


Qual  é  a  condição  necessária  e  suficiente  para  que  o  trinômio  do  2?  grau 

ax 2  +  bx  +  c  tenha  sinal  constante  em  IR? 


ftx) 
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XII.  Inequação  do  2?  grau 


122.  Se 


+  bx  +  c  <  0, 

ax 2  +  bx  +  c  >  0  e  ax 2  +  bx  +  c  <  0  são  denominadas  inequações  do 

2?  grau. 


a  7^  0 


as  inequações  ax2  +  bx  +  c  >  0 


2 


ax 


Resolver,  por  exemplo,  a  inequação 


ax2  +  bx  +  c  >  0 


é  responder  à  pergunta:  “existe  x  real  tal  que  /(x) 
sitiva? 


ax2  +  bx  +  c  seja  po 


?  7 


A  resposta  a  essa  pergunta  se  encontra  no  estudo  do  sinal  de  f(x), 
que  pode,  inclusive,  ser  feito  através  do  gráfico  da  função.  Assim,  no  nosso 
exemplo,  dependendo  de  a  e  de  A,  podemos  ter  uma  das  seis  respostas  seguintes: 


a  >  0  e  A  >  0 


a  <  0  e  A  >  0 


Solução 


.  7 


A'- 


4  <  0;  então, 


a  -  1  >  0  e 


A 


Como  a  inequação  é 


> 


Solução 


.2 


Considerando  f(x) 

mos  a 


2x  +  /,  te- 


x 


]  >  0,  A 


Os  o  zero 


b 


x 


2a 


f(x)  >  0 


1 


se  x 


Como  a  inequação  é 


y)  ^  0,  vem: 


UI- 


s 


2x  -  +  3x  +  2  >  0 


293.  Resolva  a  inequação 


Solução 


Considerando  flf.r) 


2  <  0,  A 


25  >  0 


+  3x  +  2 


a 


1 


e  os  zeros  x. 


e  x2 


2 
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1 


f(x)  <0  para  x  < 


ou  x  >  2 


2 


y 


f(x)  =  0  para  x 


2 


x 


2 


1 


l'(x)  >  O  para 


<  x  <  2 


2 


1 


Como  a  inequação  é  f(x)  ^  0,  vem: 


2 


2 


1 


X 


IR  I 


<  x  <  2  . 


2 


294  Resolva  as  inequações  em  IR: 

a)  x; 


3x  +  2  >  0 
+  x  +  6  >  ü 


6x  +  9  >  0 


\ 


h)  -4x2  +  12x 

i)  x2  +  3x  +  7  >  0 


b) 


\ 


8x  +  3  í  0 


3 


1 


j)  — 3x:  +  3x  -  3  <  0 


d) 


10  >  O 


x-  + 


X 


■» 


e)  ox- 


14x  +  3  <  0 


k)  2x 


4x  +  5  <  0 


1 


1 


I) 


>  0 


4x  +  1  >  0 


x-  - 


X 


3 


y 


-1  Para  que  valores  de  x  o  trinômio 


4  é  negativo? 


A-  +  3.x 


x  e  IR  I  x2 


296.  Se  A 


;x  €  in  I  x 


3x  +  2  ^  0|  e  B 


4x  +  3  >  0  .  determi¬ 


ne  A  n  B. 


x  e  iR  I  x: 


2 97  Se  A 


jx  €  IR  I  3x~2x2  í>  0L  B  =  |x  £  IR  I  1  <  x  <  3  e  C 


2  <0 


x 


)  5 


determine  (A  U  B)  fl  C 


_  7 


298  Sejam  p{x) 


x-  +  5x  +  6 ,  Se  a  é  um  número  real  e 


5x  +  6  e  q(x) 
p{a)  <  0y  qual  é  a  condição  que  deve  satisfazer  q(a)l 


x- 


2 


!99  Qual  ê  uma  condição  suficiente  para  que  a  expressão  Y 

uma  função? 


4  represente 


+  V  x 
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r  Resolva  a  inequação  { x2 


x  -  2)  (— jr  +  4x  -3)  >  0  em  IR. 


Solução 


Analisando  os  sinais  dos  fatores*  temos: 


i 


2 


x 


2 


fíx) 


x  -  2 


+ 


0 


0 


x 


+ 


1 


3 


x 


g{x)  =  “X  +  4x  -  3 


0 


+ 


0 


Fazendo  o  quadro-produto,  vem: 


i 


i 


3 


2 


x 


2 


fíx)  =  x  —  x  -  2 


+ 


0 


0 


+ 


+ 


i 


3 


\ 


1 


gM 


X  +  4x  -  3 


0 


+  0 


+ 


t 


l 


i 


I 


fíx)  -  g{x) 


0 


0 


0 


0 


+ 


+ 


n 


;x  £  IR  I  —  1  <  x  <  1  ou  2  <  x  <  31, 


S 


’íi:  Resolva,  em  IR,  as  inequações: 


a)  (1  -  4x2)  •  (2x2  +  3x)  >  0 

b)  (2x2  -  7x  +  6)  -  (2x2  -  7x  +  5)^0 

6)  •  (  x2  +  2x  -  1)  >  0 

2x  +  3)  ^  0 


2 


C)  (X 

d)  (x2  +  x  ~  6)  •  (— x 

e)  x 

f)  2x3  —  6x2  +  x 


x 


2 


3 


2x2  —  x  +  2  >  0 

3  é  0 


.302.  É  dada  a  função  y  =  (2x2  —  9x  —  5)  (x2  —  2x  +2). 

Determine: 

a)  os  pontos  de  interseção  do  gráfico  da  função  com  o  eixo  das  abscissas; 

b)  o  conjunto  dos  valores  de  x  para  os  quais  y  <  0. 


í  Dentre  os  números  inteiros  que  são  soluções  da  inequação 

2Ix  +  20)  •  (3  -  x)  >  0,  qual  é  o  maior? 


(x 


*04  Determine  os  valores  de  x  £  IR  que  satisfazem  a  inequação 

(x2  -  2x  +  S )  (x2  -  5x  +  6)  (jr7  -  16)  <  0. 
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2 


: 


em  3R,  da  inequação  (x 


5x)  ( x 


8x  +  12)  <  0* 


Determine  A. 


2 x 2  +  x  -  1 


í  0  em  IR, 


1 


2x  -  x* 


Solução 


Analisando  os  sinais  do  numerador  e  do  denominador,  temos: 


i 


1 


2 


x 


2 


0 


0 


fíx)  -  2x  +  x  -  1 


+ 


+ 


0 


2 


x 


2 


gíxl  =  2x 


0 


x 


0 


+ 


s  vem: 


i 


1 


o 


2 


2 


x 


2 


0 


I 


fíx)  =  2x  H-  x  -  1  + 


0 


+ 


+ 


i 


i 


i 


s 


I 


2 


I 


I 


gíx|  =  2x  -  x 


O 


+  0 


+ 


: 


i 


i 


: 


fíx) 


I 


i 


0 


0 


+ 


+ 


! 


1 


I 


1 


0 


1 


2 


2 


1 


x  €E  IR  1  x  ^ 


S 


1  ou  0  <  x  ^ 


ou  x  >  2 


2 


4x2  4-  x 


2 


5 


16 


X*  + 


>  0 


>  1 


2x2 


-x2  +  7x 
2x:  +  4x  +  5 


2 


!0 


9x2  +  9x  -  2 


b) 


«S  0 


f) 


3x2  +  7x  +  2 


3x2  +  7x  +  2 


x2  +  2x 


+  12x  +  17 


c) 


0 


B) 


1 


> 


x2  +  5x  +  6 


2x2  +  7x 


5 


3 


2 


1 


d) 


<  0 


h) 


>  1 


2x2  +  3x 


(x  -  l)3  +  1 


2 
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Determine,  em  IR,  o  conjunto  solução  das  inequações: 


308, 


x  +  1 


x 


x 


a) 


d) 


3*  0 


2 


3x  +  2 


x  +  1 


1 


x 


X 


1 


X 


b)  — 


e)  t  + 


3 


X-  -F  X  -  1 


t 


X 

-■ 


x2  +  2x 


3 


1 


1 


x 


C) 


f) 


Ç  X 


> 


2 


2 


1 


x  +  1 


X 


X 


IR  -  i  71,  resolva  a  inequação 


Tomando  como  conjunto  universo  o  conjunto  U 

x  +  1 


309. 


x  +  2 


< 


2 


1 


x 


.v:,  resolva  a  inequação 


Dada  f :  !R 
/<*)-/( -2) 


IR,  definida  por/(.v) 


310. 


x  +  2 


a)  O  que  se  pretende  dizer  quando  se  pede  para  achar  o  domínio  de  uma  f(x) 

igualada  a  uma  expressão  em  jc? 

b)  Determine,  em  IR,  o  domínio  da  função  f(x) 


311. 


x2  +  1 


2 


2x  -15 


x 


x  +  5 


Ache  o  domínio  da  função  y 


em  IR, 


312. 


* 


x2  +  x  -  6 


2 


JX  +  2 


\X 


Determine  o  conjunto  igual  a  \x  £  RI 


3?  0  . 


313. 


1 


x 


(x-3)(  x2  +  2x-8) 


Qual  é  a  condição  para  que  v 


,  y  real,  seja  definida? 


314. 


\ 


jc*  +  4x  +  3 


Resolva  as  inequações: 


315. 


a)  4  <  x2 

b)  x1  +  1  <  2x2 


12  ^  4x 


5x 


c)  0  <  x; 


3x  +  2  $  6 

d)  7x  +  1  <  x:  F  3x  - 


4  <  2x  +  2 


e)  0  <  x2  +  x  +  1<1 

f)  4x2  -  5x  +  4  <  3x2  - 


6x  +  6  <  x*  +  3x 


4 


Resolva  os  sistemas  de  inequações: 

x2  +  x  -  2  >  0 
3x  —  x2  <  0 

x2  +  x  -  20  ^  0 

4x  -  21  >0 


316. 


1  +  2x  0 
~4x2  4-  8x  -  3  <  0 

f  -2x2  —  x  +  1  5=  0 
1 4x2  -8x4  3  <  0 


a) 


c) 


b) 


d) 


2 


X 
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317.  Considere  as  desigualdades: 

4y  +  3x  ^  12,  0  ^  x,  0  ^  y. 

Classifique  as  proposições  abaixo  em  verdadeiras  ou  falsas: 

a)  O  conjunto  de  soluções  das  desigualdades  é  limitado  no  plano  ( x ,  y). 

b)  O  valor  máximo  da  variável  jc  satisfazendo  as  desigualdades  é  4. 

c)  O  conjunto  de  soluções  das  desigualdades  não  é  limitado  no  plano  (*,  >’). 

d)  O  valor  mínimo  da  variável  y  satisfazendo  as  desigualdades  é  3. 

e)  O  valor  máximo  da  variável  y  satisfazendo -as  desigualdades  é  3. 


Assinale  as  proposições  verdadeiras  e  as  proposições  falsas  nos  itens  abaixo. 
O  conjunto  solução  do  sistema 

1  >  0 
2x  <  0 


2 


X 


2 


é: 


x 


a)  (x  E  IR  1-1  <  x  <  1! 


b)  |x  E  IR  I  “1  <  x  <  0;  U  ;0  <  x  <  1! 


c)  x  £  IRI  x  <  -])  U  íx  E  IR  lx  >  2: 


d)  fx  E  IR  I  1  <  x  ^  U  j 


3 


x  €  IR  I 


<  x  <  2 


) 


2 


e)  ix  £  IR  I  1  <  x  <  2; 


319  Resolva  a  inequação  x 


j 


5x2  +  4^0.  em  !R. 


Solução 


Fazendo  z  =  x  ,  temos 


2 


5z  +  4  S  0 


ou  z  >  4 


z 


x~;  portanto: 

x2  3=  4) 


mas  z 


(x2  «£  I 


: 


2 


(X 


1  <  0 


4^0) 


ou 


ou  x 

ou  x  ^  2) 


x  <  -2 


ou 


íx  E  IR !  x  iÇ 


logo  S 


2 


X  2  . 


ou 


ou 


320.  Resolva,  em  IR,  as  inequações: 

a)  x4  -  10x2  +  9^0 

b)  x4  —  3x2 

c)  x4  +  8x2  —  9  <  0 

d)  2x4  -  3x2  +  4  <  0 

e)  x6  -  7x3  -  8  ^  0 

f)  3x4  —  5x2  +  4  >  0 


4  >  0 
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321.  Determine  m  de  modo  que  a  função  quadrática 

mx2  +  ( 2m  —  I)x  +  (m  +  J)  seja  positiva  para  todo  x  real. 


/(*) 


Solução 


Devemos  ter  simultaneamente  A  <  0  e  a  >  0\  portanto: 


I?)  A  =  b2-4ac  -  (2m—  l)2— 4-  m * (m  +  1) 

=  4m2— 4m  + 1  —  4m--4m 


1 


8m  + 1  <  0 


m  > 


8 


2?)  a 


m  >  0 

Como  as  condições  são  simultâneas,  concluímos  que: 


m  >  0 


I 


(f(x)  >  0,  v  x  £  IR)  <=>  m  > 


8 


Determine  m  para  que  se  tenha  para  v  x  6  IR: 

a)  x2  +  (2m  — l)x  +  (m2— 2)  >  0 

b)  x2  +  (2m  +  3)x  +  (m2  +  3)  3*  0 

c)  x2-mx  +  m  >  0 

d)  x2  +  (m  +  l)x  +  m  >  0 

e)  -x2  +  (m  +  2)x  —  (m  +  3)  ^  0 


f)  (m  -  l)x2  +  4(m  —  l)x  +  m  >  0 

g)  mx2  +  (m -2)x  +  m  í  0 

h)  mx2  +  (m  +  3)x  +  m  ^  0 

i)  (m  +  l)x2-2(m-  l)x  +  3(m-  1)  <  0 

j)  (m2-  l)x2  +  2(m  —  l)x  +  1  >  0 


x2  +  (m  +  l)x  +  I 


<  2  para  V  x  £  IR. 


Determine  m  para  que  se  tenha 


x2  +  x  +  1 


Solução 


Considerando  que  x2  +  x  +  ]  é  positivo  para  qualquer  x  real,  multipli- 

x2  +  (m  +  l)x  +  1 

h— ■■ 

X1  +  X  +  1 


<2  por  (x2 +  x  +  7), 


camos  ambos  os  membros  de 
mantendo  a  desigualdade. 


Então: 

x2  +  (m  +  l)x  +  1 

X2  +  X  +  1 

x2  +  (m  +  l)x  +-  1  <  2(x2  +  x  +  í),  V  x  £  IR 
-x2  +  (m 

Devemos  ter  A  <  0,  portanto: 

(m  -  i)2 

Resposta : 


<  2,  v  x  C  IR 


l)x  -  1  <  0.  vxê  IR. 


2 


4  ■  (-1)  •  (-1) 
1  <  m  <  3. 


2m  -  3  <  0 


A 


1  <  m  <  3. 


m 
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Determine  m  para  que  se  tenha  para  v  x  í=  !R: 


x2  +  mx  +  1 


a) 


<  2 


x2  +  1 


2 


mx  +  2 


x 


b)  • 


>  m 


x  +  2 


x 


x  +  m 


x 


c) 


> 


x2  +  4 


x2  +  I 


x2  +  mx  -  2 


d)  -3  < 


<  2 


x  +  1 


X 


Qual  é  o  conjunto  de  valores  de  p  para  os  quais  a  inequação  x2  +  2x  +  p  >  10 

é  verdadeira  para  qualquer  x  pertencente  a  IR? 


Quai  é  a  condição  para  que  a  desigualdade  x2 
ja  verificada  para  todo  número  real  x? 


2(  m  +  2  )x  +  m  +  2  >  0  se- 


x  +  a 


x  -  a 


327.  Se 


,  para  todo  x  ^  0,  qual  é  a  condição  que  a  satisfaz? 


< 


x2  +  1 


2 


X 


328  Determine  os  valores  de  m  (E  IR  para  os  quais  o  domínio  da  função 

é  o  conjunto  dos  reais. 


1 


/(•v) 


'Jx2 


mx  4-  m 


\ 


2 


329,  Para  que  a  função  real  f(x) 

finida  para  qualquer  valor  de  .v,  qual  deve  ser  o  valor  de  kl 


6x  +  em  que  x  e  k  são  reais,  seja  de- 


\  x 


XIII.  Comparação  de  um  número  real  com  as 

raízes  da  equação  do 


o 


:  grau 


1 23.  Comparar  o  número  real  a  às  raízes  reais  Xj  ^  x2  da  equação  do  2? 
grau  ax2  +  bx  +  c 

1)  o;  está  à  esquerda  de  xs  (a  <  x,  <  x2) 

2)  a  está  entre  as  raízes  (xj  <  a  <  x2) 

3)  a  está  à  direita  de  x2  (x,  ^  x2  <  a) 

4)  a  é  uma  das  raízes  (a 


0  é  verificar  se: 


x,) 


x,  ou  a 


sem  calcular  as  raízes. 


ax2  +  bx  +  c  uma  função  quadrática,  cuja  regra  de  si¬ 
nal  já  discutimos  neste  capítulo,  temos  que: 


Sendo  f(x) 
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a)  se  a  estiver  à  esquerda  de  x,  ou  à  direita  de  x, 

ó  positivo,  isto  é:  a  (coeficiente  de  jc-) 
sinal. 


o  produto  a  •  f(a) 
aa:  +  ba  +  c  têm  o  mesmo 


a  >  0 


Ua\  >  0 


i 


i 


f 1  E 


r 


? 


tx 


b)  se  a  estiver  entre  as  raízes  xt  e  x2  (x,  ^  x,),  o  produto  a  •  f(a)  é  ne 
gativo,  isto  é:  a  e  f(a)  têm  sinais  contrários. 


a  <  O 


a  >  0 


fia)  >  0 


f ia)  <  0 


i 


a 


fi.ii 


X 


X 


I 


? 


1 


X 


Üf 


t ) 


X 


X 


X 


1 


2 


f  ÍU  ] 


i 


1 


I 


c)  se  a  é  zero  de  f(x),  então  a  ■  f(a)  =  0,  pois  /(a)  =  0. 


Resumo 

Conhecendo  a  posição  de  a.  em  relação  às  raízes  reais  x 
0,  temos  que: 


e  x,  de 


/ 


a  •  f(a)  >  0 

a  •  f(a)  <  0 


a  <  x,  ^  x 


2 


2)  x,  <  a  <  x 

3)  x,  <  x2  <  a 

4)  a 


2 


a  •  f(a)  =  0 


x 


a  =  x 


1 


: 
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Observemos  que  nos  casos  1,  3  e  4  o  discriminante  é  A  ^  0  enquanto 
no  caso  2  temos  A  >  0. 

Inversamente,  conhecendo  o  sinal  do  produto  a  ■  /(a),  que  conclusão 
podemos  tirar  da  existência  de  raízes  reais  da  equação  f(x)  =  0  e  qual  a  posi¬ 
ção  de  a  em  relação  às  mesmas  raízes? 

É  o  que  veremos  em  seguida. 


24.  Teorema  1 


Se  a  •  f(a)  <  0,  o  trinômio/(x)  = 

tintos  c  a  está  compreendido  entre  eles. 

T:A  >  0  e  x 


ax2  +  bx  +  c  tem  zeros  reais  e  dis 


Hja  •  f(a)  <  0 


<  or  <  x, 


; 


Demonstração 


E  In,  o  que  é  ab- 


1?)  Se  fosse  A  ^  0,  teríamos:  a  •  f(a)  ^  0,  Va 
surdo,  pois  contraria  a  hipótese  a  ■  fia )  <  0. 


a 


Concluímos,  então,  que  A  >  0,  isto  é,/(,Y)  tem  dois  zeros  x,  e  x:i  reais 


e  distintos. 


2?)  Se  o  real  a  estiver  à  esquerda  de  x,  ou  à  direita  de  x2  ou  for  um  ze¬ 
ro  de  f(x),  teremos  a  ■  f(a)  ^  0,  o  que  contraria  a  hipótese  a  •  f(a)  <  0. 

Concluímos,  então,  que  a  está  compreendido  entre  x,  e  x 


2  • 


Exem pio 

Comparar  o  número  J  às  raízes  da  equação  3x2  -  5x  +  1 

Temos  a  =  3,  a  =  1  e  f(x)  =  3x2  —  5x  +  1\  então: 

a  ■  f(a)  -  3  •  f(l)  -  3  ■  (3  •  l2  -  5  ■  1  +  1) 

Conclusão:  A  >  0  e  x,  <  1  <  x2. 


0. 


3  <  0. 


125.  Teorema  2 


Se  a  •  f(a)  >  0  e  A  0,  então  a  está  à  esquerda  de  x,  ou  à  direita  de  x 

a  •  f(a)  >  0 


2- 


oc  <x ,  <  xz 

T  ou 


H 


e 


A  >  0 


x,  ^  x:  <  a 
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Dem  onst ração 

Se  A  >  0  e  x,  ^  a  ^  x2,  então  a  •  f(a)  ^  0,  o  que  contradiz  a  hi 
pótese  a  •  /(a)  >  0. 

0  e  a 

tradiz  a  hipótese  a  •  /(a)  >  0, 

Concluímos  que  a  <  x,  <  x2  ou  x;  ^  x2  <  a. 

Observação 


Se  A 


x, ,  então  a  *  f(a) 


0,  o  que  também  con 


x, 


Notemos  que,  se  a  ■  f(a )  >0  e 
que  a  €  [xy,  x2 ] ,  mas  não  indica  se  a  está  à  esquerda  desse  intervalo 
(a  <  X;  ^  x2)  ou  à  direita  dele  (x,  ^  x2  <  a).  Para  verificarmos  qual  des¬ 
sas  duas  situações  está  ocorrendo,  devemos  comparar  a  com  um  número  qual¬ 
quer  que  esteja  entre  as  raízes.  Para  facilitar  os  cálculos  vamos  utilizar  o 

x,  +  x 


\  ^  0 


o  teorema  2  garante 


S 


b 


2 


que  é  a  média  aritmética  das  raízes  x,  e  x 


número 

pois: 


2 


2 


2a 


S 


x,  +  x 


2 


x,  ^  X, 


X,  < 


<  X,. 


: 


2 


2 


S 


b 


temos  duas  possibilidades  a  examinar: 


Calculando 


2 


2a 


S 


S 


então  a  está  à  esquerda  de 


e,  conseqüentemente 


1?)  se  a  < 
à  esquerda  de  x>: 


2 


2 


X 


X 


2 


1 


S 


a  <  x,  <  x2 


Oí  < 


s 


X 


a 


2 


2 


s 


s 


então  a  está  à  direita  de 


2.)  se  a.  > 

à  direita  de  x,: 


e,  consequentemente 


2 


2 


S 


a  > 


X2<a 


X 


X 


Xi 


2 


1 


2 


s 


x 


a 


2 


Exem p  los 

I?)  Comparar  o  número  1  às  raízes  da  equação  Jx:  +  4x 


3  = 


0. 


A  =  42-4  ■  3  *  (-3)  =  52  >  0 


a  ■  f (a)  =  3  •  f(l)  =  3  ■  (3  +  4-3)  =  12  >  0 


x,  <  x-,  <  1 


S 


b 


2 


a 


2 


2a 


3 
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2?)  Comparar  o  número  0  às  raizes  da  equação  4x2 


6x  + 


0. 


4  *  4  ■  1 


20  >  0 


A 


a  *  f(a) 


4  ■  f(0) 


l  -  1 


4  >  0 


<  x,  <  x 


S 


b 


5 


>  0 


2 


4 


J 


Resumo 


Se  f(x)  ~  ax1  +  bx  +  c  apresenta  zeros  reais  x,  ^  x2  e  a  é  um  nú 
mero  real  que  vai  ser  comparado  ar,e  x2,  temos: 


T-l 


a)  a  ■  f(a)  <  0 

b)  a  •  f(a)  =  0 


Xj  <  a 

a  é  uma  das  raízes 


x-, 


S 


Oi  <  Xj  ^  X 


se  a  < 


2 


c)  a  •  f(a)  >0  e  A  ^  0 


S 


x,  ^  x,  <  a  se  a  > 

I  ^  Éí 


9 


Determine  m  de  modo  que  o  número  1  esteja  compreendido  entre  as  raízes  da 

equação:  mx2  +  (m  —  l)x  —  m  —  0. 


Solução 


mx 2  +  ( m 


Consideremos  f{x) 

Para  que  aconteça  x,  <  1  <  a, 

mx2  +  (m 
af(l)  <  0 


m. 


em  que  x}  e  x2  são  as  raizes 


0 ,  devemos  ter: 


m 


•  I2  +  (m 


1)  •  1  -  m]  <  0 


m  m 


j 


f(l) 


a 


m  ■  (m  -  1)  <  0 

Resposta;  0  <  m  <  1. 


0  <  m  <  1 
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i  )  Determine  m  de  modo  que  o  número  a  esteja  compreendido  entre  as  raízes  da 

equação: 

a)  mx*  +  (2m  —  3)x  +  m  -  1  =  0  e  a  =  2 

b)  (m  -  i)x-  +  f2m  +  l)x  +  m  =  0  e  a  — 

c)  mx:  +  (m  —  l)x  +  (m  +  2)  =  0  e  a  =  0 

d)  (m:  -  1  )x2  +  (m  -  3)x  +  m  +  1  =  0  e  a 


1 


1 


j 


J32  Determine  os  valores  de  m  na  equação  x 


( m  —  2  )x  +  1  —  m 
que  o  número  real  2  esteja  compreendido  entre  as  raízes. 


0  de  modo 


> 


Determine  m  para  que  a  equação:  (m  -  2)x 

raiz  positiva  e  outra  negativa. 


3mx  +  ( m  +  2) 


0  tenha  uma 


334  Determine  o  menor  valor  inteiro  de  k  para  que  a  equação  2x2  +  kx  +  k- 5 

tenha  duas  raízes  de  sinais  contrários,  sendo  a  negativa  a  de  maior  valor  absoluto. 


0 


i 3 5  Determine  m  de  modo  que  a  equação  mx 

zes  reais  tais  que  -/  <  Xt  <  x2* 


{ 2m  +  /  )x  4*  2  m  =  0  tenha  raí- 


Soluçào 


Consideremos  f(x)  =  mx2  “  (2m  +  /)a-  +  2  +  m. 


Para  que  aconteça  -/  <  xf  <  x2f  em  que  xt  e  x2  sâo  as  raízes  reais  de 

mx* 


.2 


0,  devemos  ter: 


( 2m  +  I)x  +  2  +  m 


S 


a  •  f(-l  >0,  A  >  0  e 


1. 


2 


Analisando  separadamente  cada  condição: 


1?)  a  •  f(—  1 )  >  0 


m  •  [  m(-l) 


(2m  +  1)  ■  (-1)  +  2  +  m  j  >0 


f(-l) 


a 


3 


m  •  (4m  +  3)  >  0 


ou  m  >  0. 


m  < 


4 


1 


(2m  +  I)2  —  4  *  m(2  +  m)  0 


2?)  A>0 


4m  +  1  >  0 


m  < 


4 


S 


2m  +  I 


2m  +  1 


4m  +  1 


3?) 


>  -1 


+  1  >  0 


>0 


: 


2m 


2m 


2m 


1 


ou  m  >  0. 


m  < 


4 
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Representando  os  valores  encontrados  sobre  um  eixo: 


3 


o 


4 


(a  •  f(-I)  >  0) 


m 


4 


(A  >  0} 


1 


m 


4 


O 


s 


>  -I 


m 


2 


Como  as  três  condições  são  simultâneas,  fazendo  a  interseção  dos  interva¬ 
los  acima  vamos  encontrar: 


3 


1 


,  que  é  a  resposta. 


ou  0  <  m< 


m  < 


4 


4 


í<  Determine  m  de  modo  que  a  equação  (m~3)x2  +  2{m-2)x  +  m  +  1 

raízes  reais  tais  que  x,  <  x2  <  1. 


0  tenha 


2 


mx  -  2rn  -2=0  tenha 


337  Determine  m  de  modo  que  a  equação  (m 

raízes  reais  tais  que  -1  <  X)  <  x2. 


nx 


i8  Determine  m  de  modo  que  a  equação  do  2?  grau  mx2—2(m  +  /).v  +  m  +  5 

tenha  raízes  reais  tais  que  0  <  x}  <  x2  <  2. 


0 


2 


Determine  m  para  que  a  equação  do  2?  grau  mx 
tenha  raízes  reais  tais  que  x,  <  0  <  .v2  <  2. 


2{m  +  l)x  +  m  +  5 


0 


34(  Determine  m  para  que  a  equação  do  2?  grau  3x'—2{m  +  2)x  +  m 

tenha  raízes  reais  tais  que  x,  <  1  <  x,  <  4. 


6m  +  8  =  0 


34  Determine  m  para  que  a  equação  do  2°  grau  (2m  +  l  )x:  +  2x  +  m  +  1 

tenha  raízes  reais  tais  que  0  <  x,  <  x2  <  4. 


0 


2 


Determine  m  na  equação  do  2?  grau  ( 3m  -  2)x 

tenha  uma  única  raiz  entre  -/  e  0 , 


0  para  que 


+  2mx  +  3m 


2 


343.  Determine  m  na  equação  do  2?  grau  mx-  -  2(m  -  l)x  -  m  -  1  =  0  para  que 

se  tenha  uma  única  raiz  entre  -1  e  2. 
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XIV.  Sinais  das  raízes  da  equação  do 

127 .  Estudar  os  sinais  das  raízes  de  uma  equação  do  2?  grau  é  comparar  o 
número  zero  às  raízes  x,  e  x2  da  equação  dada. 

Podem  ocorrer  três  situações: 

1?)  as  raízes  são  positivas 

Neste  caso,  temos: 


o 


:  grau 


0 


X 


X 


1 


2 


0  <  x,  <  x 


1 


I 


X 


OU 


o 


x 


X 


1 


2 


0  <  x 


x2 


1 


X 


De  acordo  com  a  teoria  anterior,  temos: 


S 


a  -  f(0)  >  0 


A  >  0 


>  0. 


e 


e 


2 


Notemos  que,  sendo /(x) 


ax2  +  bx  *4-  c,  temos: 


c 


a)  a  •  f(0) 


a  ■  c  >  0 


P  >  0 


>  0 


a 


c 


-  é  o  produto  das  raízes  da  equaçao  do  2?  grau. 


em  que  P 


a 


S 


b 


>  0 


S  >  0 


2 


b 


em  que  S 


é  a  soma  das  raízes  da  equação  do  2?  grau. 


a 


Assim  sendo,  uma  equação  do  2?  grau  tem  raízes  positivas  somente  se: 

P  >  0 

isto  é,  se  as  raízes  forem  reais,  com  produto  positivo  e  soma  positiva. 


S  >  0 


e 


e 


2.)  as  raizes  são  negativas 

Neste  caso,  temos: 


o 


X 


X 


2 


1 


X|  <  x2  <  0 


X 


ou 


O 


X 


*1 


2 


Xo  <  0 


X 


1 


X 


ISO 
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De  acordo  com  a  teoria  anterior,  temos: 


S 


A  >  0 


a  •  f(0)  >  0 


<  0. 


e 


e 


2 


Isso  também  pode  ser  escrito  assim: 

e  P  >  0  e 


A  >  0 


S  <  0. 


3f)  as  raízes  têm  sinais  contrários 

Neste  caso.  temos: 


x,  <  0  <  x2. 

De  acordo  com  a  teoria  anterior,  temos: 

a  •  f(0)  <  0 


P  <  0. 


ou 


128. 


Aplicação 


Determinar  os  valores  de  m  na  equação  do  2°.  grau 

l)x2  +  (2m  +  l)x  +  m 

para  que  as  raízes  reais  sejam  distintas  e  positivas. 

Como  a  equação  é  do  2?  grau,  devemos  ter,  iniciaimente, 

m  9^  1 

e,  se  as  raízes  são  distintas  e  positivas  (0  <  x,  <  x>),  então: 

A  >  0  (pelo  fato  de  as  raízes  serem  reais  e  distintas)  eS>OeP>0 
(pelo  fato  de  as  raízes  serem  positivas). 

Analisando  cada  condição: 

4(m  —  1)  •  m 

m  > 


0 


(m 


1  *  0 


m 


(2m  +  1)-  - 
8m  +  1  >  0 


A 


A  >  0 


8 


m 


8 


b 


(2m  +  1) 


i 


S 


>  0 


s  >  o 


2 


1 


a 


m 


i 


m 


<  m  < 


2 


c 


m 


o 


p  >  o 


P 


>  0 


1 


— 


a 


m 


m 


0  <  m  <  1 


Fazendo  a  interseção  das  três  condições,  vem  0  <  m  <  1,  que  é  a 


resposta. 
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S  i 1  Determine  m  de  modo  que  a  equação  do  2?  grau  \  m  +  1).\:  -  2{/n  +  })x  +  iu-f 

tenha  raízes  negativas. 


0 


345.  Determine  m  de  modo  que  a  equação  do  2°  grau  (tn  +  /).v  +  2x  +  m~l 

tenha  raízes  positivas. 


0 


346  Determine  m  de  modo  que  a  equação  do  2?  grau  '  +  (J?m-/)v  +  (/n  +  1)  =  0 

tenha  raízes  de  sinais  contrários. 


I  Determine  m  de  modo  que  a  equação  do  2?  grau  (m  —  J)x:  +  (2m  +  3 J.v  +  m 

admita  raízes  negativas. 

348  Determine  m  de  modo  que  a  equação  do  2?  grau  {m2~4)x2  +  mx  +  m—3 

admita  raízes  de  sinais  contrários. 


0 


0 


í  19  Determine  m  de  modo  que  a  equação  do  2  grau  mx 

admita  raízes  positivas. 


(2m—l). v+  (tn-2) 


0 


350  Determine  o  menor  valor  inteiro  de  k  para  que  a  equação  2x~  +  kx  +  k—5 

tenha  duas  raizes  de  sinais  contrários,  sendo  a  negativa  a  de  maior  valor  absoluto. 


0 


y  £  Z  tal  que  Ivl  <  4  .  Responda: 


351  Considere  o  conjunto  A 

a)  Qual  o  número  de  equações  do  tipo  +  2mx  +  n  =  0,  com  m  £  A  e  n£Al 

b)  Dentre  as  equações  obtidas  no  item  a,  quantas  têm  raízes  reais  e  distintas? 

c)  Dentre  as  equações  com  raízes  reais  e  distintas,  quantas  têm  raizes  positivas? 


t  , 


352.  A  equação  (m:  +  I)  x 

çào  sobre  ml 


0  admite  raiz  negativa  para  qual  condí- 


2m  +  5 


353.  Sejam  p  e  q  reais;  se  a  equação  do  segundo  grau  em  x: 

x;  +  p:x  +  q-  +  1 

tem  duas  raízes  reais,  x,  e  x2,  qual  é  o  sinal  dessas  raízes? 


0 
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Dedekind  e  os  Números 


Hygino  H.  Domingues 


A  escola  pítagórica  provou  que  \2  não  é  um  número  racional. 

Mas  nem  por  isso  descobriu  os  números  irracionais.  E  como  os  gregos 
de  então,  ao  contrário  de  babilônios  e  egípcios,  não  eram  de  se  conten¬ 
tar  com  aproximações,  desprovidas  de  significado  teórico,  envereda¬ 
ram  pela  geometria  para  superar  esse  impasse  (ver  pág.  62).  Assim, 

á  p  .  .  .  -  •  ■  _  _  1_aà .  •  k*  ‘i  ’  -  -  *  *"•  ,  rni  |  *  -  “  Ç-l,_  •  •'  -  ■ 

os  gregos  do  período  clássico,  ao  resolverem  a  equação  x2  =  2,  por 
exemplo,  faziam-no  geometricamente,  fornecendo  a  raiz  positiva  co¬ 
mo  um  segmento  de  reta.  E  se  hoje  dizemos  “x  ao  quadrado”  para 
indicar  x2,  isso  se  deve  a  que  os  gregos  associavam  um  produto  de  fa¬ 
tores  iguais  à  figura  de  um  quadrado.  Coisa  análoga  vale  para  x3. 

Mas  a  ciência  aplicada  não  pode  prescindir  da  matemática  nu¬ 
mérica.  De  modo  que  já  no  período  alexandrino,  quando  a  matemáti¬ 
ca  grega  se  abriu  para  as  aplicações,  não  lhe  restou  senão  imitar  a  ati¬ 
tude  de  egípcios  e  babilônios  com  relação  aos  números  irracionais  — 

pois  ainda  demoraria  muito  até  que  a  natureza  destes  fosse  decifrada. 

Assim  é  que  até  a  primeira 
metade  do  século  XIX  o  conceito 

de  número  irracional  não  havia 
ainda  sido  elucidado  e  o  conjunto 

dos  números  reais  carecia  de  funda¬ 
mentação  lógica.  A  substituição 
da  intuição  geométrica  pelos  núme¬ 
ros,  como  base  da  análise  matemá¬ 
tica,  foi  a  grande  motivação,  no 
século  XIX,  para  as  tentativas  de 

pôr  em  pratos  limpos  a  questão  dos 
números  reais.  E  entre  os  matemá¬ 
ticos  com  papel  decisivo  nessa  em¬ 
preitada  figura  Richard  Dedekind 

(1831-1916). 


Dedekind  nasceu  na  Alema¬ 
nha,  em  Brunswick,  também  cidade 

natal  de  Gauss.  Mas,  ao  contrário 
deste,  seu  extraordinário  gênio  ma¬ 
temático  não  aflorou  precocemen¬ 
te.  Na  Universidade  de  Gõttingen, 


Richard  Dedekind  <1831-1916). 
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em  que  ingressou  aos  19  anos  de  idade,  Dedekind  iria  ter  a  oportuni 
dade  de  ser  aiuno  de  seu  conterrâneo.  E  o  mesmo  Gauss,  em  1852,  te 
ve  ocasião  de  dar  parecer  favorável  à  tese  de  doutoramento  de  De 
dekind. 


Depois  de  trabalhar  quatro  anos  em  Gõttingen  como  instrutor 
e  seis  anos  como  professor  na  Escola  Politécnica  de  Zurique,  Dede¬ 
kind  foi  contratado  pela  Escola  Técnica  Superior  de  sua  cidade  natal, 

onde  permaneceu  até  a  morte. 

São  inúmeras  as  contribuições  de  Dedekind  à  Matemática.  Mas 

seu  nome  provavelmente  é  mais  lembrado  por  dois  importantes  con¬ 
ceitos:  o  de  ideal ,  um  dos  mais  fecundos  hoje  em  dia  em  todos  os  cam¬ 
pos  da  matemática;  e  o  de  corte ,  através  do  qual  caracterizou,  num 
livro  de  1872,  os  números  reais. 

Como  professor  de  cálculo,  já  a  partir  de  1858,  sentiu  mais  di¬ 
retamente  a  falta  de  um  embasamento  teórico  para  o  sistema  dos  nú¬ 
meros  reais.  Exemplificava  dizendo  não  haver  uma  demonstração  sequer 

para  coisas  corriqueiras  como  \2  •  ,.3  =  \<5.  E  a  questão  central  era 
como  esclarecer  a  idéia  de  continuidade. 

Depois  de  meditar  muito,  não  sem  buscar  inspiração  em  Eudó- 
xio,  Dedekind  abraçou  a  idéia  de  que  se  poderia  chegar  ao  conceito 
de  continuidade  através  de  convenientes  partições  emQ.  E  definiu  um 

corte  em  (D  como  uma  partição  deste  conjunto  num  par  (A,  B )  de  sub¬ 
conjuntos  não  vazios  tais  que  todo  elemento  do  primeiro  é  menor  que 
todo  elemento  do  segundo.  Por  exemplo,  para  cada  a  E<D  está  associa¬ 
do  o  corte  racional  (A,  B)  definido  por  a,  em  que  A  —  i.vE®  I  x  <  a 
e  B  =  {x  EQ  \  x>  a\.  Mas  não  vale  a  recíproca:  há  cortes  não  racionais. 

Dedekind  mostrou  como  operar  com  esses  cortes  e  como 
compará-los.  Desse  modo  cada  corte  passa  a  representar  formalmente 

um  número  real  e  o  conjunto  desses  cortes  pode  ser  visto  como  o  con¬ 
junto  dos  números  reais.  Por  exemplo,  o  corte  (A,  B)  do  exemplo  re¬ 
presenta  o  número  racional  a ;  os  cortes  não  racionais  são  os  números 
irracionais  da  teoria  de  Dedekind. 

Os  mais  de  2  000  anos  decorridos  desde  o  início  até  o  fim  desta 
história  dão  bem  uma  idéia  da  magnitude  do  passo  dado  por  Dedekind. 


I.  Função  definida  por  várias  sentenças  abertas 


uma  função/pode  ser  definida  por  várias  sentenças  abertas,  cada  uma 
das  quais  está  ligada  a  um  domínio  Dt  contido  no  domínio  da  /. 


Exemplos  preliminares 


V 


1?)  Seja  a  função/:  IR 


tinida  por 


flxl  =  3 


1  para  x  <  0 
x  +  1  para  0  ^  x  <  2 


3 


x 


i 


f(x) 


3  para  x  ^  2 


•i- 


I 


I 


I 


tf 


que  também  pode  ser  indicada  por 


i 


i 


i 


1 


i 


se  x  <  0 


i 


I 


1 


f(x) 


x+1  se  0  <  x  <  2 


I 


I 


3 


se  x  >  2 


i 


i 


0 


x 


O  seu  gráfico  está  representado 


2 


ao  lado. 
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IR  de- 


2?)  Seja  a  função /:  IR 


v* 


finida  por 


-x  para  x  <  —1 
x2  -  1  para  x  ^  -1 

que  também  pode  ser  indicada  por 

se  x  < 


f(x) 


f(x) 


/ 


Jr 


1 


x 


* 


fx 


2 


1 


X  >  1 


X 


1 


1 


x 


O  seu  gráfico  está  representado 


ao  lado. 


i 


354.  Construa  o  gráfico  das  funções  definidas  em  IR: 

x  ^  0 

se  x  < 


x  +  1  se 


x^O 
x  <0 


X 


e)  f(x) 


a)  f(x) 


I  -*  x  se 


x2  +  I  se  x  >  -2 


2x  +  3  se 


x  >  I 


f)  f(x) 


x  $  -2 


1 


I 


1  <  X  <  1 


se 


2  +  x 


sc  xá-1 


x2-4x 


x  ^  0 

4x  se  x  <  0 


2  se  x  <  —2 


g)  f(x) 


2 


c)  f(x) 


2  <  x<  2 


se 


2 


se  x  >  2 


2 


4x  4-  3  se  x  ^  1 


x  ^0 


4x  4-  3 


x 


d)  f(x) 


x —  1 


x  <  1 


se  x  <  0 


se 


355  Esboce  o  gráfico  da  função: 


xí  2 


x 


2 


f(x) 


1  se  0  í  x  <  2 


\ 


se  x  <  0 


x 


356  Construa  o  gráfico  da  função  real  dada  por: 

0  se 


x  <  0 


x  se  x  ^  0 

se  x  > 


x 


a)  f(x) 


se  0  <  x  ^  2 

1  se  x  >  2 


b)  f(x) 


2 


2 
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x2  +  x  -  2  se  x  >  —2 


357.  Na  função  real  /(x) 


determine  os  valores  do  do- 


4-  1 


2 


x  < 


2 


mínio  que  têm  imagem  4. 


Solução 


Para  determinarmos  o  valor  de  x 

equações 


IR  tal  que  f(x) 


4 ,  resolvemos  as 


3  (não  convém) 


x 


2 


2 


4 


6=0 


X‘  +  X 


X‘  4-  X 


2 


x 


e 


x 


4-1=4 


6 


x 


2 


logo,  os  valores  do  domínio  são  x 


2  OU  X 


6. 


5 


x2 


x  +  /  se  x  ^  0 


358  Na  função  real  f(x) 


determine  os  valores  do 


2 


x  4*  2 


se  x  <  0 


domínio  que  têm  imagem  7. 


359.  Considere  a  função  y  -  f(x)  definida  por: 


4x 


se  0  á  x  <  2 


y 


4-  6x  se  2  <  x  í  6 


v 


\ 


/(x)  no  intervalo  0  ^  x  ^  6. 


a)  Esboce  o  gráfico  de  y 

b)  Para  que  valores  de  x  temos  f(x) 


51 


360  Considerando  a  função  real  definida  pela  sentença 


x  á  0 


X-  4- 

mx  4-  n 


+  c 


se 


/(X) 


se  0  <  x  <  x0 


x-  + 


X  +  c 


cujo  gráfico  é: 
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pode-se  afirmar: 


3 


a)  A  equação  f(x) 

b)  /( -2 ) 

c)  Se  0  <  x  <  1,  então  /(x) 

d)  Se  x  ^  I,  então  f(x) 

e)  O  conjunto  imagem  da  função  é  o  intervalo 


tem  4  soluções. 


2 


I. 


x 


+  1. 


2 


2 


5x  -I-  6. 


x 


1 


4-  oo 

3  r 


4 


II.  Módulo 


130.  Definição 


Sendo  x  G  IR,  define-se  módulo  ou  valor  absoluto  dex,  que  se  indica 
por  Ixl ,  por  meio  da  relação 


x 


se  x  )  0 


x 


ou 


x  se  x  <  0 


x 


Isso  significa  que: 

1?)  o  módulo  de  um  número  real  não  negativo  é  igual  ao  próprio 


numero 


2?)  o  módulo  de  um  número  real  negativo  é  igual  ao  oposto  desse 


número. 


Assim,  por  exemplo,  temos: 


3 


3 


I  +2!  =  +2,  1-71  =  +7,  101  =  0 


21  —  +  \ 2,  I  +  \3 1  —  +\3 


+ 


\ 


5 


5 


1 31 .  Propriedades 


Decorrem  da  definição  as  seguintes  propriedades: 


xl  >  0,  v  x  E  IR 


I. 


II. 


x! 


0 


0 


x 


Ixyl ,  V  x,  y  G  IR 
V  x  G  IR 


III.  I x I  ■  ly 

IV.  Ix I2  = 


2 


X 
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V.  X  £  Ixl,  V  X  e  IR 


VI.  Ix  +  yl  ^  Ixl  +  lyl,  V  x,  y  E  IR 

VII.  Ix 


lyl,  v  x,  y  E  IR 


VIII.  Ixl  <  a  e  a  >  0 

IX.  Ixl  ^  a  e  a  >  0 


a  ^  x  ^  a 


x  < 


a  ou  x  >  a 


Demonstrações 


I.  Se  x  ^  0,  então  Ixl 

Se  x  <  0,  então  Ia*I 

II.  Se  x  = 

Se  Ixl 


x  ^  0. 
-x  >  0. 


0,  então  Ixl 
=  0,  então  x 


0. 


x 


0,  pois,  caso  x  9^  0,  resultaria  Ix  >  0. 

1  x •  I ,  pois  x-y  ^  0. 

Ix  ■  yl ,  pois 


III.  Se  x^O  e  y  >  0,  então  Ixl  •  lyl 

Se  x<0  e  y < 0,  então  Ixl  •  íy  I  =(-x)  •  (— y)  - xy 
x-y  >  0. 

Se  x  >  0  e  y  <  0,  então  Ixl  ■  lyl  = 
pois  x-y  ^  0. 

Se  x  <  0  e  y  >  0,  analogamente. 

Ixl  e  daí  x 2 

Ixl  e  daí  (—  x)(—  x) 


x-y 


I  x  •  y  l 


x-i-y) 


x  •  y 


Ix! 


IV.  Se  x  ^  0,  então  x 

Se  x  <  0,  então 
isto  é,  x 2 

V.  Se  x  ^  0,  então  x 

portanto,  x  <  Ixl  para  todo  x  real. 


x  •  Ix 


x 


Ixl*’. 


ixl  e,  se  x  <  0 ,  então  x  <  0  <  Ixl; 


VI.  | x  +  y I-  =  (x +yy- x2  4  y  -  4  2xy  ^  1x1*4  I y\2  +  2  ■  Ix!  •  lyl 


(IV) 


(VI 


=  (ixl  +  lyl)-  e  daí  Ix  4  yl  ^  Ixl  4  lyl. 

VII.  \x-y\2  =  (x—y)2  =  x2  +  y2~2xy^ x2  +  v2—2\x\  •  \v\  - 

-  Ixl'+  lyl*-2lxf  -lyl  =(lxl-|yl)*e  daí  1a— yl  ^  Ixl -lyl. 


a  >  0 


VIII.  Ix!  £  a 


x-  <  o- 


2 


a-  ^  0 


x 


(X  4  ü )(x 


a)  <  0  » 


a  <  x  <  a 


a  >  0 


IX.  Ixl  5  a 


x2  ^  a2 
(x  +  a)(x  -  a)  ^  0 


: 


a-  ã  0 


x 


X  ^ 


a  ou  x  >  a 


III.  Função  modular 


1 32.  Uma  aplicação  de  IR  em  IR  recebe  o  nome  de  função  módulo  ou  modular 
quando  a  cada  x  E  IR  associa  o  elemento  Ixl  E  IR. 


f(x) 


Ixl 
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Utilizando  o  conceito  de  módu¬ 
lo  de  um  número  real,  a  função  modu¬ 
lar  pode  ser  definida  também  da  seguin¬ 
te  forma: 


x  se  x  ^  0 

x  <  0. 

O  gráfico  da  função  modular  é 
a  reunião  de  duas  semi-retas  de  origem 
O,  que  são  as  bissetrizes  do  1?  e  2?  qua¬ 
drantes. 


f(x) 


IR 


isto  é,  a  função  modular  somen 


A  imagem  desta  função  é  Im  = 
te  assume  valores  reais  não  negativos. 


■  j 


Construa  os  gráficos  das  funções  definidas  em  IR: 


a)  f(x 


b)  fíx) 


362.  Construa  o  gráfico  da  função  real  definida  por  fíx) 


\x  +  7 ! . 


Solução 


\x  +  11  por  dois  processos: 


Podemos  construir  o  gráfico  de  f(x) 


Primeiro  processo 


x  +  1  se  x  ^  -I 
x  -  1  se  x  <  -1 


Notemos  que  I  x  +  1 1 


Então  a  função  pode  ser  definida  co¬ 
mo  uma  função  a  duas  sentenças,  ou 

seja, 


x  +  1  se 


1 


x  > 


1 


se  x  <  -1 


x 


cujo  gráfico  está  representado  ao  lado. 
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Segundo  processo 

Para  construirmos  o  gráfico  de 

x  +  1  i , 

fazemos  inicialmente  o  gráfico  da  fun 

çãog(x) 

tado  ao  lado. 

Para  obtermos  o  gráfico  de 

lg(x)l 

fazemos  em  duas  etapas: 


f(x) 


x  +  /,  que  está  represen- 


=  lx  +  1 


Primeira  etapa 

Se  g(x)  ^  0,  vamos  ter  f(x)  =  I  g(x)  I  = 
-  g(x),  isto  é,  o  gráfico  da  função  / 

coincidirá  com  o  gráfico  da  função  g. 


y 


—*■ 


* 


/ 


/ 


- Ir 


/ 


Segunda  etapa: 

Se  g(x)  <  0,  vamos  ter/[x)  =  I  g(x)l  = 

~~g(x),  isto  é,  o  gráfico  da  função 

/será  simétrico  do  gráfico  da  função 

g,  relativamente  ao  eixo  das  abscissas. 


f 


r 


/ 


./ 


/ 


/ 


y 


/ 


Construindo  os  gráficos  obtidos,  nas 
duas  etapas,  no  mesmo  plano  car¬ 
tesiano  temos  o  gráfico  da  função 

lx  +  1 1 . 


/(  A' ) 


"  '  Construa  os  gráficos  das  seguintes  funções  reais: 


1 


e)  f(x) 

f)  f(x) 

g)  f(x) 


x‘  + 


b)  f(x 


2x 


1 


3x  +  21 


KjF  . 


O  f(x) 


2x  +  3 


4 


x 


d)  f(x) 


2 
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364 .  Construa  o  gráfico  da  função  definida  em  IR  por  f(x) 


lx~  1\  +  2. 


Solução 


Construímos  inicialmente  o  gráfico  da  função  g(jr)  =  lx  —  71. 

Para  obtermos  o  gráfico  de/(x)  =  g(x)  +  2,  deslocamos  cadá  ponto  do 

gráfico  da  função  g  duas  unidades  “para  cima”. 


Ix-t  I 


glxi 


X 


365  Construa  os  gráficos  das  seguintes  funções  reais: 

a)  f(x) 

b)  f(x)  =  I2x 


: 


3 


d)  f(x) 

e)  f(x)  =  lx2  —  41  +3 

lx:  +  4x  +  3í  —  1 


1 


2 


x 


x 


1 


2 


f)  f(x) 


I3x  -41  +  1 


366.  Construa  o  gráfico  da  função  real: 


b)  y 


1 


x  —  ai  +  a 


y 


X 


367.  Construa  o  gráfico  da  função  definida  em  IR  f(x) 


\x  +  21  +  -v 


/ 


Solução 


Notemos  que 


x  +  2  se  x  ^  -2 

-x  -  2  se  x  <  -2 
Devemos,  então,  considerar  dois  casos: 

1  ?}  quando  x  ^  -2,  temos: 

lx  +  21  +  x  —  I  = 
x  +  2  +  x  -  1 


I  x  +  21 


2x  +  1 


2?)  quando  x  < 


2,  temos: 

lx  +  21  +  x  - 
2  +  x 


f(x) 


3. 


1 


x 
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Anotando  a  função /  como  uma  função  definida  a  duas  sentenças,  vem: 

2x  +  1  se  x  ^  -2 

se  x  <  -2 


3 


cujo  gráfico  está  na  página  anterior. 


Construa  os  gráficos  das  funções  reais  abaixo. 

xl  +  x 

x!  -  x 


f)  f(x) 

g)  f(x) 

h)  f(x) 

i)  f(x) 


3x  +  21 

41x1  +  3 

•  21x1-31 

-  2x1  +  x  +  2 


2x  +  3 


a)  f(x) 


? 


b)  f(x) 

c)  f(x) 


X 


7 


31  +  x  +  2 

x  +  3 


x 


X 


2 


d)  í(x) 


lx  +  I 

I2x  -  II  +  x  -  2 


X 


Trace  o  gráfico  da  função  /  de  IR  em  IR,  definida  por 

/I  +  /. 


(. x2-l )  +  \x2 


f(x) 


Determine  o  conjunto  imagem  da  função  /  de  [R  em  IR,  definida  por 

2\x  -  3 1  +  x  “  L 


Os  diagramas  cartesianos  abaixo  representam  relações  em  R 


R 


2 


k 


2 


i 


! 


I 


1 


1 


1 


1 


Analise  os  diagramas  e  indique  as  afirmativas  verdadeiras 


! 


a)  R,  =  R 


i 


i 


{{X,  y)  G  IR2;  y 

í(x,  y)  G  IR2;  Ixl  >  1 

1]  U  [1,  +«I 


Ixl  +  x) 


b)  R2 


yl  ^  1] 


c)  R 


e 


d)  D  (RJ 


e)  I(RS) 


1 


00 
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1 X  I 


372.  Construa  o  gráfico  da  função  f(x) 


definida  em  IR*. 


x 


\x-  \ 


373.  Construa  o  gráfico  da  função  f(x) 


definida  em  IR  -  ;  / 


1  -  x 


374/  Construa  o  gráfico  da  função  definida  em  IR  por: 

I2x  +  li  +  ix  - 


f(x) 


II. 


Solução 


1 


2x  +  1  se  x  '$■ 


2 


Notemos  que  1 2x  +  II 


1 


2x  —  1  se  x  < 


2 


1 


se  x  S  1 


x 


e  x  -  II 


x  +  1  se  x  <  1 


Devemos,  então,  considerar  três  casos: 


1 


1?)  quando  x< 


,  temos  j(x)  =  \2x+ 1\  +  I x-l I  =  ~2x~l—x  +  I  =  ~3x 


2 


1 


2?)  quando 


^x<l,  temos f(x)=  I2x+ 1 1  +  \x~l  I  =2x+  J— x  +  1 


x+2 


2 


3?)  quando  x ^  /,  temos  f(x)  =  1 2x+  ]\  +  I jc— 7 1 


2x+  1  +  x—l  =3x. 


Anotando  a  função /como  uma  fun¬ 
ção  definida  a  várias  sentenças,  vem: 


1 


3x  se  x  < 


2 


f(x) 


1 


x  +  2  se 


-<x<  1 


2 


3x 


se  x  >  í 


cujo  gráfico  está  ao  lado. 


37 5  Construa  o  gráfico  da  função  real  definida  por: 

b)  y  = 


a)  f(x) 


II  -  I x I 


xixi 


X 
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376  Construa  os  gráficos  das  seguintes  funções  reais: 


a)  f(x) 


II 


d)  f(x) 

e)  f(x)  =  lx 


lx  +  II  +  lx 


I3x  +  31 


I2x  —  31 


1 


lx  +  1 


X 


4 


lx 


21 


lx2 


lx2 


2x 


4 


c)  f(x) 


I2x  -  21  +  lx  +  31 


f)  f(x) 


377  Construa  o  gráfico  da  função  definida  em  IR: 

I  I2x 


Solução 

Construímos  inicialmente  o  gráfico  de 

g(x)  =  I2x-2I  -4. 

Analisemos  as  duas  possibilidades: 


lemos: 


f(x) 


I  g(x)l 

isto  é,  o  gráfico  da  função  /  coincide 
com  o  gráfico  da  função  g. 


g(x) 


2?)  Se  g( X)  <  0,  temos: 

f(x)  =  lg(x)l  =  - 

isto  é,  o  gráfico  da  função  fé  o  oposto 

do  gráfico  da  função  g. 

Considerando  as  duas  possibilidades  e 

representando  num  mesmo  plano  car¬ 
tesiano,  temos: 


g(x) 


3  7 8  Construa  os  gráficos  das  funções  reais: 

lixl  -  21 

b)  f(x)  =  II 2x  +  31-21 

c)  f(x) 


II  x2 


1 


31 


llx 


II  +  x  — 

41x1  +  31 


31 


2 


e)  f(x) 

f)  f(x) 

g)  f(x) 


X 


lx  +  2 


211 


lx 


3 


2x  +  111 
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Construa  o  gráfico  da  função  real  definida  por: 


I 


x 


x 


lx2 


a)  f(x) 


51x1  +  61 


c)  g(x) 


'  + 


1 


X 


X 


2  x 


+  IX 


y 


81  Considerando  os  gráficos  abaixo,  indique  as  afirmativas  verdadeiras, 


I 


D 


! 


. 


I 


2 


! 


I 


: 


! 


I 


I 


I  3r 


3  r 


" 


I 


: 


: 


2 


2 


2 


-  2  T 


“*■  I 


2  r 


*! 


2r 


' 


r 


-J 


- 


í 


2 


2 


2 


2 


i 


' 


: 


1 


i 


: 


i 


' 


' 


í 


: 


; 


' 


! 


/ 


a)  A  representa  a  função  f(x) 

b)  B  representa  a  função  f(x) 


X  l  ■ 


? 


togi  IxL 


: 


2 


c)  C  representa  a  função  /( x) 

d)  D  representa  a  função  f(x) 

e)  E  representa  a  função  f(x ) 


x 


x\ . 


7T 


1  +  sen 


x  L 


.  2 


cotg  X . 


IV.  Equações  modulares 


133.  Lembremos  da  propriedade  do  módulo  dos  números  reais,  para  k  >  0: 


k 


k 


XI 


<=>  X 


OU  X 


1% 
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e,  utilizando  essa  propriedade,  vamos  resolver  algumas  equações  modulares. 


1?)  Resolver  \2x-  1\  =  3. 
Então: 


2 


2x  —  1 


3 


x 


!2x  -  1 1  =3 


ou 


2x  —  1  =  -3 


x 


[2.  -1!. 


S 


2v)  Resolver  1 3x  —  1 1 
Lembrando  da  propriedade 


1 2x  +  51. 


ibl 


b 


b 


lai 


a 


ou  a 


temos: 


f3x  -  1  =  2x  +  3 


4 


x 


ou 


I3x 


1 


I2x  +  3! 


2 


3x 


1 


2x 


3 


x 


5 


4 


2 


S 


5 


3?)  Resolver  I jc  4-  71  = 

Devemos  ter  inicialmente: 


J.Y  4-  2. 


2 


3x  +  2  >  0 


x  > 


3 


para  que  seja  possível  a  igualdade. 


2 


Supondo  x  ^ 


temos: 


3 


1 


x  +  1  =  3x  4-  2 


x 


2 


x  +  II 


3x  +  2 


ou 


3 


(não  convém) 


x  +  1 


3x  -  2 


x 


4 


S 


2 
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381  Resolva  as  seguintes  equações 


a)  lx  +  21 


3 


b)  I3x 


1 


c)  I4x  —  51  =  0 


d)  I2x  -  31 


1 


382.  Considere  o  gráfico  abaixo: 


y* 


3 


1 


i 


i 


I 


2 


1 


x 


a)  Mostre  que  este  gráfico  representa  a  função  de  IR  em  IR  definida  por 

f{x) 

b)  Dada  a  função  constante  g:  IR  *  IR  definida  por  g(x)  -  k,  para  que  valores 

de  k  a  equação  f(x)  =  e(A')  tem  uma  única  solução? 


x  +  U 


1 1 . 


383.  Resolva,  em  IR,  as  seguintes  equações: 


2 


a)  I3x  +  21 


1 


c)  I  X‘  +  X  ■ 

d)  lx2  +  2x 


51  =  I4x 


1 1 


x 


b)  I4x 


II 


+  31 


21 


1 


x-  -  x 


J  O. 


384.  Resolva  as  seguintes  equações,  em  IR: 

a)  lx 

b)  1 3x  +  21 

c)  I2x 


d)  1 2x2  +  15x  —  3 


x:  +  2x 


21 


2x  + 


3 


3 


2 


3x 


5 


14  -  3x1  =  3x  -  4 


x 


385.  Resolva,  em  IR,  a  equação  Ur  +  UI  -  <5  -  0 

Sugestão:  Faça  UI  =  y. 
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Resolva,  em  IR,  a  equação  \2x 


3 I  +  \x  +  21 


4. 


Solução 


3 


2x 


3 


x  > 


2 


1 2x  -  3 


3 


2x  +  3,  x  < 


2 


x  +  2 


x  >  —2 


lx  +  2 


2 


x 


,  X 


2x  +  3 


2x  +  3 


3 


!2x  -  31 


2 


x  -  2 


x  +  2 


x  +  2 


x  + 


2 


3x  +  1 


3x 


x  +  5 


1 


I2x  -  31  +  lx  +  21 


2 


3 


2 


Temos,  então: 


3x  +  1,  x  <  -2 


3 


2x  -  31  +  lx  +  21 


x  +  5, 


2  £  x  <  - 


2 


3 


3x 


1,  x  > 


2 


Resolvendo  cada  parte,  vem: 
-3x  +  1 

“X  +  5 


4 


1  (rejeitado,  porque  x  deve  ser  menor  que  -2) 


=>  x 


4 


1 


x 


5 


3x  —  1  =  4  =>  x 


5 


I 


Resposta:  S 


3 


Qual  é  o  conjunto  solução 


em  IR,  da  equação: 


a)  I  x  T  1 1 


2x  +  1 


x 


lx 


X-  1  I 


b 


1 


x 


X 


FUNÇÃO  MODULAR 


V.  Inequações  modulares 


134.  Lembrando  das  propriedades  de  módulo  dos  números  reais,  para  k  >  0: 

1)  Ixl  <  k 

2)  lx!  >  k 

e,  utilizando  essas  propriedades,  podemos  resolver  algumas  inequações  mo¬ 
dulares. 


k  <  x  <  k 


k  ou  x  >  k 


x  < 


1?)  Resolver  em  IR:  1 2x  +  il  <3. 
Então : 

I2x  +  II  <3 


3  <  2x  +  1  <3 


2  <  x  <  1 


2  <  x  <  11. 


S 


2?)  Resolver  em  IR:  \4x-  3\  >  5. 

Então: 

I4x  -  31  >  5 


(4x  —  3  <  -5  ou  4x  —  3 


5) 


1 


ou  x  >  2 


X  < 


2 


1 


x  £  IR  I  x  < 


S 


ou  x  >  2 


2 


Resolva,  em  IR,  as  inequações  abaixo. 


a)  1 3x 


21  <  4 


g)  I5x  +  4i  ^4 


b)  I2x 


31  sC  1 


h)  12 


3x1  ^  1 
51  >  0 


3x1  ^  5 
d)  I3x  +  41  é  0 


c)  14 


i)  I3x 

j)  I4x 

k)  I  <  lx 


7 1  > 


1 


e)  I2x  +  41  < 


3 


f)  I2x  -  11  >3 
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Resolva  as  inequações  seguintes,  em  IR. 

a)  lx2 


x  +  I 


5x  +  5 1  <  1 


f) 


<  2 


2x  -  1 


2 


b)  lx 

c)  lx 

d)  1  x2  -  3x 

2x  -  3 


41  >  2 
5x1  >  6 


g)  II  x  I 

h)  II  2x  +  II 

i)  II 2x 


21  > 


x 


2 


31  >  2 
41  <  3 


II 


e) 


>  2 


3x  -  1 


1 


Seja  a  inequação  2 

positivos  e  menores  que  30? 


5.  Quantas  de  suas  soluções  são  números  inteiros 


x 


Juigue  os  itens  abaixo. 

a)  A  equação  1 2x 

b)  Os  valores  reais  de  x  para  os  quais 

(3x  —  2)  (1  —  x)  (1  +  x2)  ^  0  são 


3  possui  duas  raízes  reais. 


7 


2 


x 


reais 


3 


X  +  2  x  -  1 


^  xsão  [x  €  reais  lx  í  ij. 

d)  Não  existe  número  real  x  que  satisfaça  a  inequação  Icos  xl  >  1. 

e)  O  polinómio  dxtf  —  6xs  +  x  é  divisível  por  (x  -  l)2. 


c)  Os  valores  reais  de  x  tais  que 


3 


2 


Qual  é  o  comprimento  do  intervalo  que  representa  a  interseção  dos  conjuntos 

2\  <  4)  e  íx  IR  1  lx  —  71  <  2}? 


x  €  IR  I  lx 


A 


Determine  o  conjunto  solução,  em  IR,  da  inequação  1  <  lx 


3\  <  4. 


\x2  +  x 


Para  que  valores  de  x,  reais,  a  função  P(x) 


71  é  menor  do  que  /? 


Se  \x2  —  4\  <  N  para  todo  x  real,  tal  que  lx  —  21  <  7,  qual  é  o  menor  valor 
possível  para  N? 


396.  Julgue  os  itens  abaixo. 

a)  As  inequações  (x  —  d)2  (x  +  J0)  <  0  e  x-(x  +  10)  <  0  têm  o  mesmo  con¬ 
junto  solução. 

b)  Ixt  -  Ijd  ^  lx  -  y\>  v  x,  y  números  reais. 

,  z  ^  ~1,  então 


1 


z 


c)  Se/U) 


z  +  1 


fíz)  -  ft-z) 


4z 


!• 


1  +  f(z)  ■  f(-z) 


1 


z 


d)  O  domínio  máximo  de  definição  da  função 

f(x)  =  (15  -  2x1  -  7) 


1/2 


1  <  x  <  6, 


c 
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1 


1 


e)  A  função  /( x) 


está  definida  para  todo  número  real 


x  +  3 


(x- 2) 


X  5*  2. 


f)  A  imagem  da  função  f{x)  =  Jl 


2 


I  é  só  o  zero. 


X*  +  \X 


Quais  os  números  inteiros  que  satisfazem  a  sentença  3  <  \2x 


3\  <  63 


Resolva,  em  IR,  a  inequação  2x 


7  +  \x  +  /I  >  0. 


Solução 


x  +  ]  se 


1 


Notando  que  I*  +  / 1 


I 


se  x  <  -/ 


x 


devemos,  então,  considerar  dois  casos: 


1?;  Se  x  > 


L  temos: 


2x 


7  +  lx  +  íl  ^  0 


2x 


7  +  x  +  1  ^  0 


x  ^  2. 


A  solução  S i  é: 


lx  e  IR  I  X  >  -lj  n  [x  G  IRlx  ^  21 


x  £  iR  I  x  ^  2j. 


S 


i 


1,  temos: 

7  +  lx  +  II  ^  0 

A  solução  S2  é: 

[x  £  IR  lx  <  —  1]  fl  ;x  £  IR  i  x  ^8] 

A  solução  da  inequação  proposta  é 


2?)  Se  x  < 


2x 


2x  -  7 


1  >  0 


x 


S 


0. 


s  =  s,  u  s 


2 


e  portanto 


[x  e  IRlx  ^  21. 


S 


Resolva,  em  IR,  as  seguintes  inequações: 

a)  lx 

b)  I 2x  +  i I  +4 

c)  1 3x  —  21  +  2x 

d)  lx  +  II 

e)  1 3x 

f)  lx2  -  4x1  -  3x  +  6  ^  0 

g)  I  x2  —  6x  +  5 1  +  1  <  x 


II 


3x  +  7  <  0 


3x  >  0 


x  +  250 


41  +  2x  +  1  <  0 


2 


Resolva  a  inequação  \x 


4 1  <  3x. 


202 


FUNÇÃO  MODULAR 


40 1  Indique  as  afirmativas  verdadeiras. 


a)  v  x  S  -1,  0  ,  I  x  I 


x 


b)  O  complementar  do  conjunto  solução  da  inequação  lx 

valo  ]— /,  J[. 

c)  A  equação  lx 

d)  Todas  as  raízes  da  equação  2 

e)  O  conjumo  solução  da  inequação  log ,  (x 


/I  5?  2  é  o  inter 


/ 


2x  tem  duas  soluções 


8  são  números  irracionais. 


2 


4)  <  2  está  contido  no  con- 


4 


junto  1 


2[  U  12,  +~  . 


402  Qual  é  o  conjunto  solução,  em  !R,  de  lx 


3 I  <  x  +  3? 


403  Resolva  a  inequação  em  IR  I2x 


6 


x 


<  4 


x. 


Solução 


Notando  que: 


2x  —  6 
-2x  +  6 


x  ^  3 


x  >  0 


x  se 
-x  se 


I2x  —  61 


e 


x 


x  <  3 


x  <  0 


construímos  a  tabe  a: 


0 


3 


x 


2x  —  6 


Ixl 


x 


x 


X 


1 2x  —  61 


x  +  6 


3x  +  6 


x  —  6 


x 


Temos: 


x  —  6 

-3x  +  6  se  0  <  x  <  3 

-x  +  6  se  x  <  0 


se  x  >  3 


2x  -  6 


x 


Devemos  considerar  três  casos: 


1?)  Se  x  ^  3 


a  inequação  proposta  é  equivalente  a: 

2x  ^  10 


6  <  4 


x  €  5. 


•X 


X 


A  solução  5;  é: 


[x  G  IR  i  x  ^  3'j  fl  lx  G  IR  I 


xG  IR  I  3  <x  <  51. 


S 


x 


i 


2?)  Se  0  x  <  3 

— 3x  +  6  <  4 


a  inequação  proposta  é  equivalente  a: 


2x  <  -2 


x  >  1. 


x 
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A  solução  S,  é: 

S2  =  (x  e  IR  I  0  ^  X  <  31  n  (x  €  IR  I  X  ^  1]  -  [x  6  IR  I  1  s£  x  <  3). 
3?)  Se  x  <  0,  a  inequação  proposta  é  equivalente  a: 

6  <  4,  que  é  absurdo.  Logo  a  solução  S3  é: 

S,  -  0. 


x  +  6  <  4 


x 


3 


A  solução  da  inequação  1 2x  —  61 


x  é: 


1*1  s£  4 


S 


s,  us,u  s. 


\x  e  IR  1  3  í;  x  ^  5)  U  (x  €  IR  I  1  x  <  3}  U  0 


s 


e  portanto: 


lx  €  IR  !  1  ^  x  ^  5  . 


S 


404.  Resolva  as  seguintes  inequações,  em  IR: 

a)  lx  +  21  —  lx  —  31  >x 

b)  !3x  +  21  -  I2x 

c)  lx  -  21 

d)  lx  +  21  +  !2x  -  3!  <  10 


e)  lx  +  21  +  12x 

f)  3(lx+  II 

g)  lx— 21  - 


2i  >  x  +  8 
-lx-li}  í  2x2 
I  x  +  3 1  >  x2  - 


II  >  x  + 


4x 


4x  +  3 


lx  +  41  <  1. 


x 


405.  Resolva  a  desigualdade  lx-21  +  lx  —  41  ^  6. 


406.  Qual  é,  em  IR,  o  conjunto  solução  da  desigualdade  l.v+  /I 


1*1  Ê  x  +  21 
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LEITURA 


Boole  e  a  Álgebra  do  Pensamento 


Hygino  H.  Domingues 


A  lógica  como  ciência  remonta  a  Aristóteles  (384-322  a.C.),  seu 
criador.  No  século  XVII  Descartes  (1596-1650)  e  Leibniz  (1646-1716) 

tencionaram  dotá-la  de  padrões  matemáticos,  o  que  pressupõe  uma  sim- 
bologia  c  um  cálculo  formal  próprios.  O  alcance  dessa  lógica  seria  uni¬ 
versal,  aplicável  a  todos  os  campos  do  conhecimento.  Mas  nenhum  dos 
dois  deixou  sobre  o  assunto  senão  alguns  escritos  fragmentados.  In¬ 
clusive  a  contribuição  de  Leibniz,  embora  especifica,  somente  em  1901 
se  tornou  conhecida. 

Assim  é  que  o  marco  iniciai  da  lógica  simbólica,  embora  Leib¬ 
niz  seja  considerado  seu  fundador,  está  fincado  no  ano  de  1847  com 

a  publicação  das  obras  Malhematical  a  na ly sis  of  Logic  de  George  Boole 
(1815-1864)  e  Formal  Logic  de  Augustus  De  Morgan  (1806-1871). 

De  família  modesta,  Boole  nasceu  em  Lincoln,  na  Inglaterra. 
Sua  instrução  formal  não  passou  dos  graus  básicos  mas,  dotado  de  gran¬ 
de  inteligência,  e  vendo  no  conhecimento  o  caminho  de  seu  gosto  para 
ascender  socialmente,  enveredou  pelo  autodidatismo.  De  início  apren¬ 
deu  por  si  só  latim  e  grego.  Depois,  como  professor  de  uma  escola  ele¬ 
mentar,  resolveu  ampliar  seus  conhecimentos  de  matemática,  pondo- 
se  a  estudar,  entre  outras,  as  obras  clássicas  de  Laplace  e  Lagrange. 

O  interesse  pela  lógica  certamente  derivou  de  seu  relacionamento  com 
De  Morgan,  de  quem  ficara  amigo.  Sua  obra  citada,  embora  não  lhe 

trouxesse  grande  fama,  propiciou- 

lhe,  dois  anos  depois  de  publicada,  j 

uma  nomeação  de  professor  no 

recém-criado  Queens  College,  em 
Cork,  Irlanda. 

Em  1854  Boole  lança  sua 

obra-prima,  Investigation  of  the 

laws  of  thought  {As  leis  do  pensa- 

como  usualmente  é  co- 


mento 

nhecida),  na  qual  elucida  e  amplia 
as  idéias  de  1847.  A  finalidade  era 


ainda  expressar  simbolicamente  as 

leis  do  pensamento,  visando  poder 
usar  de  maneira  mais  direta  e  pre¬ 
cisa  a  dedução  lógica. 


Geurge  Boole  {1315-1864). 
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Boole  procurava  transformar  certos  processos  elementares  do  ra¬ 
ciocínio  em  axiomas  da  lógica.  A  chamada  álgebra  dos  conjuntos  ou 
álgebra  de  Boole,  introduzida  por  ele  em  As  leis  do  pensamento ,  dá  bem 

uma  idéia  disso.  Boole  usava  letras x,  y,  z,  ...  para  indicar  partes  (sub¬ 
conjuntos)  de  um  conjunto  tomado  como  universo.  Se  x  e  y  denota¬ 
vam  duas  dessas  partes,  o  que  hoje  chamamos  de  interseção  e  união , 
Boole  indicava  por  xy  ex+y,  respectivamente.  (Os  símbolos  atuais  fl 
e  U  são  devidos  a  Giuseppe  Peano  (1858-1932).)  Na  verdade,  as  uniões 

consideradas  por  Boole  pressupunham  partes  disjuntas;  a  generaliza¬ 
ção,  para  o  conceito  atual,  é  devida  a  W.S.  Jevons  (1835-1882). 

Assim,  sendo  óbvio  para  o  espírito  que  xy = yx  e  x+y=y+x , 

{pcy)z=x(yz)ex+{y  +  z)  =  {x+y)  +  zex(y  +  z)=xy+xz,  essas  leis  fo¬ 
ram  tomadas  como  axiomas  de  sua  álgebra.  Até  aí  não  há  diferença 

entre  as  álgebras  usuais  e  a  de  Boole,  sob  o  aspecto  estrutural.  Mas 
nesta  última  há  leis  particulares  como  x2=xx=x  e  x+x=x.  Ou  ain¬ 
da,  simbolizando  por  1  o  conjunto  universo  (notação  de  Boole): 
1  +  1  =  1. 


Um  exemplo  menos  imediato  envolve  a  lei  do  terceiro  excluído. 

Por  exemplo,  se  1  indica  o  conjunto  de  todos  os  seres  vivos  e.vo  con¬ 
junto  dos  gatos,  como  l~x  era  para  Boole  o  complemento  de  x ,  en¬ 
tão  x+(/-A')=  1  traduz  a  lei  referida:  todo  ser  vivo  ou  é  gato  ou  não 
é  gato. 


Não  passou  despercebida  a  Boole  a  semelhança  entre  a  álgebra 
dos  conjuntos  e  a  das  proposições.  Assim  é  que  para  duas  proposições 
p  e  q  indicava  por  pq  a  conjunção  lip  e  q”  e  por  p  +  q  a  disjunção  “ p 
ou  q ”.  A  afirmação  x=  1  significa,  nesse  contexto,  que  a  é  verdadeira 

0  que  x  é  falsa.  Mas  Boole  não  foi  longe  com  esse  assunto. 

Porém  já  tinha  feito  o  bastante  para  ser  considerado  pelo  gran¬ 
de  matemático  e  filósofo  galês  deste  século,  Bertrand  Russel  (ver  pág. 

249),  como  o  descobridor  da  matemática  pura. 


e  x 


CAPITULO  IX 


x3 


L  Função  f{x) 


Façamos  um  estudo  da  função /,  de  IR  em  IR,  que  associa  a  cada  x  E  IR 

o  elemento  x*  G  IR. 


f(x) 


X 


Vamos  inicialmente  construir  a  tabela: 


r 


? 


y 


x 


X 


r 


■ 


■ 


8 


A 


■ 


h 


■ 


4 


- 


27 


3 


I 


" 


I 


H 


B 


2 


8 


+ 


■ 


- 


J 


3 


r 


1 


1 


c 


- 


2 


I 


1 


Ai 


D 


2 


8 


+ 


- 


■ 


1 


G 


0 


0 


E 


l 


1 


2 


1  /  ~  I E  1 


2 


X 


F 


. 


- 


2 


8 


1 


c 


» 


- 


.. 


1 


G 


1 


■ 


2 


3 


27 


- 


H 


2 


8 


3 


■ 


2 


8 


I 


B 


■ 


- 


4 


5 


J 


tk 


- 


2 


8 


3 


27 


K 


. 


■ 
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Observemos  que  a  função /(x) 

)  é  uma  função  crescente  em  IR,  isto  é: 

(V  x,  6  !R,  Vx2  6  íR)  (x,  <  x 

b)  tem  imagem  Im  =  IR  pois,  qualquer  que  seja  o  y  G  IR,  existe  à*  G  IR 

tal  que  y  =  x3,  isto  é,  x 


j 


X 


Xt  < 


2 


1 


{y. 


Faça  o  esboço  dos  gráficos  das  seguintes  funções  definidas  em  IR 

e)  f(x) 

f )  f(x)  =  (x  -  1  )3  -  1 

g)  f(x) 

h)  f(x) 


3 


3 


(2  —  X) 


a)  f(x) 


XJ  +  1 


3 


b)  f(x) 


x 


3 


3 


2  +  (1  -  x) 


c)  f(x)  =  2 


x 


3 


3 


(X  +  I) 


X 


II.  Função  recíproca 


136.  Uma  aplicação  /  de  IR 

quando  a  cada  elemento  x  G  IR*  associa  o  elemento  -j-. 


em  IR  recebe  o  nome  de  função  recíproca 


* 


1 


1 


f(x) 


X 


Vamos  inicialmente  construir  a  tabela: 


i 


i 


i 


i 


i 


4 


3 


2 


1 


J 


2 


4 


v 


2 


3 


4 


4 


3 


2 


] 


1 


I 


1 


1 


1 


1 


] 


2 


3 


4 


4 


3 


2 


1 


V 


4 


3 


2 


2 


3 


4 


x 


TI 


c 


E 


F  G 


F'  Er  Dr 


W  A' 


A 


B 


G' 


poiuo 
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V 


■ 


D' 


# 


A' 


x 


D 


E 


Observemos  que  a  função  recíproca  y 

a)  não  é  definida  para  x 

b)  tem  imagem  Im 

existe  um  x  também  reai  tal  que  y 

c)  tem  por  gráfico  uma  hipérbole  equiláteraí*). 


x 


0; 


!R*  pois,  dado  um  número  real  y  t*  0,  sempre 


1 


X 


Faça  o  esboço  do  gráfico  das  funções: 


1 


a)  f(x) 


x 


1 


b)  f(x) 


2x 


1 


c)  f(x) 


2x 


d)  f  x) 


Ixl 


(*)  Isso  está  provado  em  nosso  livro  de  Geometria  Analítica  desta  coleção. 
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7 


Faça  o  esboço  do  gráfico  fix) 


x  +  1 


Solução 


Vamos  construir  uma  tabela  da  seguinte  maneira:  atribuímos  valores  a  x  +  1 

e  finalmente  calculamos  x: 


/ 


calculamos 


x  -f  / 


I 


x  +  i 


X 


y 


X  +  1 


i 


4 


3 


3 


1 


3 


2 


2 


2 


I 


1 


3 


1 


2 


2 


2 


4 


1 


3 


3 


3 


1 


3 


3 


3 


I 


1 


2 


2 


2 


0 


J 


1 


L 


1 


2 


2 


J 


2 


3 


3 


Faça  o  esboço  gráfico  das  seguintes  funções: 


1 


a)  f(x) 


I 


x 


b)  f(x) 


2 


x 


1 


c)  f(x) 


!x  +  21 


411  Faça  o  esboço  gráfico  das  seguintes  funções: 


1 


x  + 


X 


a)  f(x) 


c)  f(x) 


x  +  2 
x  +  1 


2  —  x 


1 


x 


b)  f(x) 


7 


\ 


X 
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X 


112  Faça  o  esboço  gráfico  da  função  f(x) 


■ 


x 


Solução 


Observemos  que: 


1  +  1 


1 


1 


1 


x 


X 


X 


1  + 


+ 


* 


1 


1 


1 


1 


1 


X 


X 


X 


X 


Vamos  construir  a  tabela  da  seguinte  maneira:  atribuímos  valores  a  x 

e  finalmente  x. 


1 


1 


1 


calculamos  1  + 


/ 


x 


i 


1  y  =  1  + 


x 


X 


X-  \ 


2 


2 


3 


y 


3 


i 


r 


t 


i 


i 


2 


— i 


*■ 


- 


2 


- 


■ 


■ 


■ 


- 


- 


0 


0 


■ 


] 


■ 


i 


1 


I 


1 


2 


■ 


- 


1 


2 


1 


- 


■ 


- 


- 


2 


3 


3 


x 


4 


I 


1 


4 


■ 


3 


3 


- 


3 


1 


3 


- 


— 


. 


2 


2 


i 


■ 


■- 


2 


1 


2 


■■ 


i 


3 


3 


2 


2 


4 


4 


3 


3 


2 


Calcule  o  valor  aproximado  da  área  limitada  pela  curva  y 
e  pelas  retas  x 

nas  retas  * 


pelo  eixo  Ox 

Use  no  cálculo  três  trapézios  de  bases  contidas 
3  e  x 


/  e  x 


4. 


1,  X 


2,  x 


4. 


Represente,  graficamente,  a  função  definida  por: 


a)  f(x) 


c)  g(x) 


wm 


2 


4x  -  x 


4* 


■ 


8 


b)  y 


x2  +  4 
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/ 


e  v  =  x-  algébrica  e 


Determine  os  pontos  de  interseção  das  curvas  y 
graficamente. 


2 


x 


Chama-se  ponto  fixo  de  uma  função  /  um  número  real  x  tal  que  f(x) 

Calcule  os  pontos  fixos  da  função  f(x) 


x. 


/ 


I  + 


x 


Esboce  um  gráfico  e  indique  por  meio  de  hachuras  o  conjunto  dos  pontos 
P( x,  y)  G  IR-  que  satisfazem  o  seguinte  sistema  de  desigualdades: 


0  ^  xy  ^  1 


x2  +  y2  <  2 


II í.  Função  máximo  inteiro 


137.  Uma  função/ dc  ÍR  em  IR  recebe  o  nome  dc  função  máximo  inteiro  quan¬ 
do  associa  a  cada  elemento  x  £í  IR  o  elemento  [xj,  que  é  o  maior  inteiro  que 
não  supera  x. 


Assim,  por  exemplo: 


39 


7 


3,9] 


3,  [-0,7 


1  e  [4]  =  4, 


10 


10 


Para  construirmos  o  gráfico,  no- 


y 


temos  que: 


3 


3  <  x  <  -2 


y=[x]  =  - 

y=W  =  - 

y  =  [x]  =  - 

y  =  [x]  =  o 

y  =  [x]  =  i 

y  =  M  =  2 
y  =  fx  =  3 


3 


i 


2  <  x  < 


2 


I 


2 


i 


i 


i 


1 


I 


I 


3  -2  -1 


■ 


! 


i 


12  3  4 


x 


i 


i 


1 


i 


: 


i 


3  $  x  <  4 


2 


etc. 


3 


A  imagem  da  função  máximo  inteiro  é  o  conjunto  Im 
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Construa  o  gráfico  das  seguintes  funções  definidas  em  !R. 


a)  f(x)  =  21x1 


b)  f  x 


■  Construa  o  gráfico  da  função  real  definida  por  f{x) 


[2x]. 


Solução 


Vamos  construir  uma  tabela  da  seguinte  maneira:  atribuímos  valores  a  2x 
calculamos  [2x]  e  finalmente  x. 


1 


¥ 


[2x3 


2x 


x 


y 


4 


2  <  x  < 


4  <  2x  <  -3 


1,5 


4 


3 


1,5  <  x  < 


1 


3  <  2x  < 


2 


3 


2 


2  <  2x  < 


2 


1  £  x  <  -0,5 


1 


' 


2 


-3 


I 


0,5  ^  x  <  0 


1  ^  2x  <  0 


1 


i 


3 


-3 


í 


2 


2 


2 


0  ^  x  <  0,5 


0  ^  2x  <  1 


0 


2 


-1 


1  <  2x  <  2 


0,5  <  x  <  1 


-2 


2  ^  2x  <  3 


2 


1  <  x  <  1,5 


3 


1,5  <  x  <  2 


3  <  2x  <  4 


3 


2  x  <  2,5 


4  <  2x  <  5 


4 


Construa  os  gráficos  das  seguintes  funções  definidas  em  íR: 


a)  f(x) 


e)  f{x)  -  l[x]l 

f)  f(x)  -  [x] 

g)  f(x) 

h)  f(x)  =  x  + 


2 


2 


b)  f(x) 

c)  f(x)  =  [X  -  1 1 


X 


d)  f(x) 


Ixl 


CAPITULO  X 


I.  Função  composta 


Seja  /  uma  função  de  um  conjunto  A  em  um  conjunto  B  e  seja  g  uma 
função  de  B  em  um  conjunto  C.  Chama-se  função  composta  d e  g  e/à  função 
h  de  A  em  C  em  que  a  imagem  de  cada  xé  obtida  pelo  seguinte  procedimento: 

1?)  aplica-se  a  x  a  função  /,  obtendo-se  f(x) 

2?)  aplica-se  a  /(x)  a  função  g,  obtendo-se  g(/(x)). 

Indica-se  /t(x)  -  g{/(x))  para  todo  x  £  A. 

Pode-se  indicar  a  composta  por  go/(lê-se:.“g  composta  com /”  ou  “g 
círculo  /”);  portanto: 


(gof)  (x)  =  g(f(x)) 


para  todo  x  £  A. 


Podemos  representar  também  a 

composta  gof  pelo  diagrama. 


Exemplos 

í?)  Sejam  os  conjuntos  A 
C  =  {],  3,  5,  7,  9\  e  as  funções: 

/,  de  A  em  B,  definida  por  /(x) 
g,  de  B  em  C,  definida  por  g(x) 


H,  0,  1,  2),  B 


[0,  1,  2,  3,  4} 


e 


x 


2x  +  1. 


FUNÇÃO  COMPOSTA  -  FUNÇÃO  INVERSA 


h  =  g  c  f 


C 


A 


•  1 


O* 


•  3 


1  • 


•  5 


1  • 


•  7 


2. 


•  9 


•  0 


1 


2» 


f 


g 


3  • 


•4 


B 


Observemos  por  exemplo  que:  /(2)  =  4,  g(4)  =  9  e  h(2)  =  9,  isto  é,  h(2)  = 
=  (gof)  (2)  =  g(f(2))  =  g(4)  =  9. 

Para  obtermos  a  lei  de  correspondência  da  função  composta  h  =  gof, 

fazemos  assim:  g(/(x))  é  obtida  a  partir  de  g{x)  trocando-se  x  por  f(x). 

No  exemplo  dado,  temos: 

h(x)  =  (gof)  (x)  =  g(f(x»  =  2  •  f(x)  +  1  =  2x-  +  1. 

Se  vamos  calcular  h(2),  fazemos  deste  modo: 

h(2)  =  2  •  22  +  1  =9. 

2o.)  Sejam  as  funções  reais  /  e  g  definidas  por  f(x)  =  x  +  1  e 

g(x)  =  X2  +  X  +  1. 

Notemos  que  a  função  composta  h  =  gof  é  definida  por: 
h(x)  =  (gof)(x)  =  g(f(x))=  [f(x)]2  +  f(x)+  1  =  (x+  1):+  (x  +  1)+  1  =x2  +  3x+  3. 


Observações 

1!)  A  composta  gof  só  está  definida  quando  o  contradomínio  da  / 
é  igual  ao  domínio  da  g.  Em  particular,  se  as  funções  f  c  g  são  de  A  em  A, 
então  as  compostas  fog  e  gof  estão  definidas  e  são  funções  de  A  em  A. 

2?)  Notemos  que,  em  geral,  fog  ^  gof,  isto  é,  a  composição  de  fun¬ 
ções  não  é  comutativa. 

Pode  acontecer  que  somente  uma  das  funções  fog  ou  go/esteja  definida. 


Assim,  no  primeiro  exemplo,  se  tentarmos  obter  fog,  verificaremos  que  é  im 
possível,  pois: 

g  é  função  de  B  em  C  mas  /  não  é  função  de  C  em  A. 


•  o 


o» 


i  • 


*  1 


2* 


1 


*1 


3* 


f  não  é  funçáo 


*3 


4  • 


*  2 


*  5 


B 


A 


*7 


g  é  função 


*9 


C 
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3?)  As  duas  composições  fog  e  gof  estão  definidas  mas  /o  g &gcf, 
como  nos  mostra  o  segundo  exemplo: 


(gof)  (x)  =  x:  +  3x  +  3 

(fog)  (x)  -  f(g(x))  =  g(x)  +  1  -  (x:  +  x+l)  +  1  -  x:  +  x  +  2. 


139.  Associatiuidade  da  composição  de  funções 


Teorema 


Quaisquer  que  sejam  as  funções 


r 


B 


C 


D 


A 


tem-se: 


(hog)o: 


ho(gof). 


Dem  onstração 


Consideremos  um  elemento  qualquer  x  de  A  e  coloquemos  f(x)  =  y 
g(y)  =  w  e  h(w)  -  z\  temos: 


((hog)of)  (x)  -  (hog)  (f(x))  -  (hog)  (y)  =  h(g(y))  -  h(w) 


z 


e  notemos  que 


(gof)  (x)  -  g(f(x))  =  g(y) 


\v 


portanto 


(ho(gof))  (x)  =  h((g  o  f)  (x))  =  h(w) 


z 


então,  temos: 


((hog)cf)  (x) 


(ho(gof))  x 


para  todo  .y  de  A . 


x:  +  4x~5  e  e(x)  =  2x-3. 


421.  Sejam  as  funções  reais  f  e  g,  definidas  por  f(x) 

a)  Obtenha  as  Íeis  que  definem  fog  e  gof. 

b)  Calcule  (fog)  (2)  e  (gof)  (2). 

c)  Determine  os  valores  do  domínio  da  função  fog  que  produzem  imagem  16. 
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Solução 


a)  A  lei  que  define  fog  é  obtida  a  partir  da  lei  de /,  trocando-se  *  por  g(x): 

(fOg)(x)  =  f(g(x))  =  [g(x)]2  +  4[g(x)j  —  5  =  (2x— 3)2  +  4(2x  -  3)  -  5 

(fog)  (x)  =  4x2 

A  lei  que  define  gof  é  obtida  a  partir  da  lei  de  g,  trocando-se  .v  por/U): 

(gof)(x)  =  g(f(x))  =  2  •  f(x)  -  3  =  2(x2  +  4x  -  5)  -  3 

(gof)00  =  2x2  +  8x  —  13. 


4x  -  8. 


b)  Calculemos  fog  para  x 


2 


(fog)  (2)  =  4  •  22  -  4  •  2  -  8  =  0 


calculemos  gof  para  x  -  2 


(gof)  (2)  =  2  -  22  +  8-2-13  =  11. 

c)  O  problema  em  questão,  resume-se  em  resolver  a  equação 

(fog)  (x)  =  16 


ou  seja: 

4x2  -  4x  —  8 


2 


16 


4(x 


x  —  6) 


0 


3  ou  x 


2. 


x 


2 


422.  Sejam  as  funções  reais  /  e  g,  definidas  por  f(x) 

a)  Obtenha  as  leis  que  definem  fog  e  gof. 

b)  Calcule  (fog)  (-2)  e  (gof)  (-2). 

c)  Determine  os  vaiores  do  domínio  da  função  fog  que  produzem  imagem  10. 


x  -  2  e  g(x) 


1  -  2x. 


x 


2 


2 


423.  Sejam  as  funções  reais  /e  g  definidas  por  f(x) 

Obtenha  as  leis  que  definem  fog  e  gof. 


4x  +  1  e  g{x) 


1. 


x 


X 


424.  Sejam  as  funções  reais  / e  g,  definidas  por/U)  =  2  e  g(x)  =  3x  -  1.  Obtenha 

as  leis  que  definem  fog  e  gof. 


425.  Nas  funções  reais  / e  g,  definidas  por  f(x)  =  x2  +  2  e  g(x)  =  x  -  3 ,  obtenha 

as  leis  que  definem: 

a)  fog 


b)  gof 


c)  fof 


d)  gog 


3 


3x2  +  2x~  1.  Qual  é  a  lei 


426.  Considere  a  função  em  IR  definida  por  f(x) 

?  E/U  -  1)1 


x 


que  define  f(~x)?  E 


427.  Dadas  as  funções  reais  definidas  por /U)  = 

ne  o  valor  de  a  de  modo  que  se  tenha  fog 


3*  +  2  e  g  ( ,v ) 


2x  +  a ,  determi 


8  of 


428  Se/U)  -  x3  e  gU)  =  x /  mostre  que  fog  -  gof. 
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429.  Sejam  as  funções  f(x)  =  x2  +  2x  +  3  e  g(x)  =  x2  +  ax  +  b.  Mostre  que, 

se  fog  =  gof,  então  f  =  g. 


2 


430.  Sejam  as  funções  definidas  por  /( x) 

os  domínios  das  funções  fog  e  gof. 


3x  ~  4.  Determine 


x  e  g(x) 


x 


Solução 


a)  (fog)  (x)  =  f(g(x))  =  ■Jgõõ  =  -jx2  -  3x  -  4. 

Para  que  exista  (/og)(x)  E  IR,  devemos  ter  x 

I  ou  x  S  4.  Então: 


2 


4  >  0,  isto  é: 


3x 


x  < 


[x  G  IR  i  X  ^ 


1  ou  x  ^  41. 


D(fOg) 


Ixl  -  3\X  —  4. 

IR,  devemos  ter  x  ^  0.  Então: 


: 


b)  (gof)(x)  =  g(f(x))  =  [g(x)J 

Para  que  exista  (gof)(x)  < 

D(gof) 


3  •  g(x) 


4 


|x  G  IR  I  x  ^  Oi. 


431.  Sejam  /(x)  =  y,x  -  1  e  g(x)  =  2x 

ções  fog  e  gof. 


2 


5x  +  3.  Determine  os  domínios  das  fun- 


x  +  1 


432.  Sejam  as  funções  /(x) 

definida  para  todo  x  real.  Forneça: 

a)  o  domínio  e  a  lei  que  define  fog; 

b)  o  domínio  e  a  lei  que  define  gof. 


definida  para  todo  x  real  e  x  #  2  e  e(x) 


2x  +  3 


2 


x 


2 


433.  Sejam  as  funções  reais  f(x)  = 

nha  a  lei  que  define  (hog)of. 


3x  +  2.  Obte- 


1  e  h(x ) 


2x  +  l,g(x) 


x 


2 


434.  Sejam  as  funções  reais  f{x) 

tenha  a  lei  que  define  ho(gof). 

435.  Sendo  f(x)  =  \7  —  4x2  e  g(6)  = 

fog  se  anula. 

Observação:  fog  significa  /  composta  com  g. 


x  +  2  e  h(x) 


2x  +  3.  Oh- 


1 


X,  g(x)  =  X 


sen  26,  encontre  os  valores  de  6  para  os  quais 


436  Considere  as  funções 


f(x) 


2x  +  3 

ax  +  b. 


g(x) 


Determine  o  conjunto  C,  dos  pontos  (a,  b)  G  IR2  tais  que  fog 


go /. 


437.  Dadas  as  funções /(x)  =  2x  +  m  e  g(x)  -  ax  +  2,  qual  é  a  relação  que  a  e  m 

devem  satisfazer  para  que  se  tenha  (fog)  (x)  =  (gof)  (x)? 
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438.  Julgue  os  itens  abaixo. 

a)  A  figura  abaixo  é  gráfico  de  uma  função  definida  para  y 


/(*)• 


vi 


b)  Se  /(x)  =  x2  -  2x  +  I,  então  f{a  +  /)  =  /(/  -  a). 

c)  Se  A  =  \  1,  2,  31  e  B  =  f  1,4,  7],  pode-se  afirmar  que  o  número  de  funções 

de  A  para  B  é  igual  a  3. 

d)  A  representação  gráfica  de/:  IR  — ►  IR  definida  por  f{x) 

é  o  gráfico  abaixo. 


I  x~  1 1 


(x-n 


y 


(0,  2» 


n.  o» 


1 


e)  Para  todo  x  >  0  temos  que,  se  /(x) 

f)  Se  /  é  uma  função  definida  para  todo  inteiro  tal  que  f(0) 
f(n  +  /)  ==/(«)  +  3,  então  f( 300)  =  901. 


então  f(x )  <  L 


x 


I, 


x2,  determine  /(g(x)). 


439.  Dadas  f(x) 


3  e  e(x) 


1 


440.  Sef(x) 


,  determine  (/o  t/o/])  (x). 


1 


x 


441.  Dadas  as  funções  /,  g  e  h,  de  In  em  IR ,  definidas  por  /(x)  —  3x, 

2x  +  /  e  h(x)  =  x  +  2t  obtenha  (í/to/)og)  ( 2 ). 


2 


g(x) 


X 


2 


442.  Dada  a  aplicação  f'-Q-+Q  definida  por  /(x) 

que/(x)  =  /(x  +  ;)? 


2,  qual  é  o  valor  de  x  tal 


x 


443.  Sejam  /  e  g  funções  de  IR  em  IR  tais  que  /(x)  =  ax  +  b  e  g(x)  =  cx  +  d. 

Determine  a  relação  entre  a,  b,  c  e  d,  de  modo  que  /og  =  gof. 
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444.  Sejam  as  funções  reais  f{x) 

função  g. 


2 


3x~  5  t(/og)(x) 


3.  Determine  a  íei  da 


v 


Solução 


Se/U) 

(fog)(x)  =  f(g(x)) 

mas  é  dado  que:  (/og)(x)  =  x2  -  3,  então 
3  .  g(x)  -  5  -  X2  -  3 
ou  seja: 


3x  -  5,  então  trocando-se  x  por  g(jr)  temos: 

3  -  g(x)  -  5 


x2  +  2 


g(x) 


3 


445,  Sejam  as  funções  reais  f(x) 

a  íei  da  função  g. 

446.  Sejam  as  funções  reais  g(.v) 

a  lei  da  função  /. 


2 


2x  +  7  e  (/0g)U) 


2x  +  3.  Determine 


.v 


9x2  ~  3x  +  1.  Determine 


3x-  2  e  (fcg)(x) 


Solução 


Se  (fog)(x)  =  9x2  -  3x  +  1,  então  /(g(x))  -  9x 2  —  3x  +  J. 

Como  g(x)  =  3x  —  2,  decorre  .v 

;g(x)  +  2 


gU)  +  2 


e  então: 


3 


12 


g(x)  +  2 


+  1  =  [g(x)]2  +  4g(x)  +  4-g(x)  -2+1 
[g(x)l2  +  3  ■  g(x)  +  3;  togo,  f(x)  =  x2  +  3x  4  3. 


f(g(x)  =  9 


3  • 


3 


3 


447. 


2x2  -  4x  +  1.  Determine 


Sejam  as  funções  reais  g(x) 

a  lei  da  função  f. 


2x  -  3  e  (/og)U) 


448. 


Sejam  as  funções  reais  g(x) 

2x  +  5 


2x  +  3  definida  para  todo  x  real  e  (/og)(x) 
definida  para  todo  x  real.  Determine  a  lei  da  função  /. 


x  +  1 


449.  Se/:  IR 


IR  é  da  forma  f(x) 
x  real,  calcule  os  valores  de  a  e  b. 


ax  +  b  e  verifica  f(f{x) 


x  +  1  para  t  odo 


Considere  as  funções 


g  :  IR  -*■  IR 


f  :  IR  -*■  IR 


e 


2x  +  b 


x 


X  r+  X 
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em  que  b  é  uma  constante.  Conhecendo  a  composta 

gof  :  IR 


IR 


x  i-*-  g(f(x))  =  4x2  -  12x  +  9 


calcule  o  valor  de  b. 


1 


3x  +  5 


451.  Se  Ax  +  I ) 


,  qual  é  o  domínio  da  função  /(x)  no  con- 


x  * 


2x  +  I 
junto  dos  números  reais? 


2 


452.  Sejam  as  funções  reais,  g(x) 

2x  +  5 


2x  +  3  definida  para  todo  x  real  e  g(/(x)) 
definida  para  todo  x  real  e  x  ^  -1.  Calcule  /(— 


12 


is  r 


x  +  1 


x2  +  13x  +  42  e  g(x) 


2 


453.  Seg(/(x)) 


x,  determine  o  termo  independen¬ 
te  de  “x”  na  expressão  de /(x),  sabendo  que /(x)  é  um  polinómio  com  coeficien¬ 
tes  positivos. 


x 


454.  Sejam /e  g  funções  de  !R  em  IR,  definidas  por/(x)  =  2x  +  keg(x) 

Sabendo  que  /(/(x))  =  4x  -  3  e  /(g(x))  =  g(/(x)),  determine: 

a)  os  valores  de  k  e  í; 

b)  os  números  reais  x,  tais  que 


x  +  t. 


Ax 


g(x) 


455  Sejam  f  e  g  funções  reais  definidas  por 

x2  +  2x  +  4 
3x  +  4 

Obtenha  a  lei  que  define  fog. 


x  5=  1 


se 


f(x) 


g(x) 


3. 


e 


x 


se  x  <  1 


Solução 


v,  temos  (/cg)(x)  =  /(g(x))  =  /(y). 


Fazendo  g(x) 

Temos  de  examinar  dois  casos: 


1?)  y  ^  1 


y  ^  1 


g(x)  ^  I 


x 


f(y)  =  y2  +  2y  +  4 
(fog)(x)  =  (x  -  3)2  +  2(x  —  3)  +  4 


f(g(x))  =  (g(x))2  +  2  •  g(x)  +  4 

4x  +  7. 


y  >  1 


2 


X 


2?)  y  <  1 
y  <  1 


g(x)  <  1 


3  <  1 


x  <  4 


x 


f(g(x))  =  3  ■  g(x)  +  4 
(fog)(x)  -  3(x  -  3)  +  4  =  3x  -  5 


f(y) 


3y  +  4 


y  <  i 


2 


4x  +  7,  se  x  ^  4 

se  x  <  4. 


x 


Conclusão: 


(iog)(x) 


3x  -  5 
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456.  Sejam  /  e  g  as  funções  reais  definidas  por 

4x  4-  3  se  x  ^  2 

se  x  <  2 

Obtenha  as  íeis  que  definem  fog  e  gof 


2 


X 


e  g(x) 


2x  +  3. 


f(x) 


2x  -  3 


457  Sejam  as  funções  reais  /  e  g  definidas  por 


X"  +  2 


1 


se 


1 


f(x) 


I  <  X  <  1 


se 


2 


x 


: 


4  —  x 


se 


2  -  3x. 


e  £(*) 

Obtenha  as  leis  que  definem  /o?e  gof. 


458.  Sejam  as  funções  reais  f  t  g  definidas  por 

se  x  ^  0 
x-  —  3x  +  2  se  x  <  0 

Obtenha  as  leis  que  definem  fog  e  gof. 


(x  +  1 

t  _ • 


se  x  >  2 


4x  -  3 


e  g(x) 


f(x) 


2 


x  í  2' 


se 


X" 


459,  Sejam  as  funções  reais  g  e  fog  definidas  por  g(x)  =  2x  -  3  e 

4x:  —  6x  —  1  se 
4x  +  3 

% 

Obtenha  a  lei  que  define/. 


x  ^  1 


(f  o  g)(x) 


se  x  <  1 


II.  Função  sobrejetora 


140 . 


Uma  função  /  de  A  em  B  é  sobrejetora  se,  e  somente  se,  para  todo  . 
pertencente  a  B  existe  um  elemento  .v  pertencente  a  A  tal  que 


f(x)  -  y. 


Em  símbolos: 


f:  A  -+  B 
f  é  sobrejetora 


V  y,  y  E  B,  3x,  x  E  Al  f(x) 


y 


Notemos  que  /:  A 


B  é  sobrejetora  se,  e  somente  se,  Im{f) 


B. 


f :  A  -*•  B 
/  é  sobrejetora 


Tm(f) 


B 
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Em  lugar  de  dizermos  fé  uma  função  sobrejetora  de  A  em  B 
remos  dizer  “/  é  uma  sobrejeção  de  A  em  B" . 


*  1 


pode- 


Exemplos 

1?)  A  função  /  de 

A  =  [-1,  0,  1,  2}  em  B  =  [0,  1,  4\ 

definida  pela  lei  f{x)=x2  é  sobrejetora, 
pois,  para  todo  elemento  >>  G  B,  existe 
o  elemento  x  G  A  tal  que  y  =  x2. 

Observemos  que  para  todo  ele¬ 
mento  de  B  converge  pelo  menos  uma 
flecha. 


2o.)  A  função  /  de  A  =  IR  em  B  =  \y  G  IR  I ^  /  definida  por 
f(x)  =  x2  +  l  é  sobrejetora,  pois,  para  todo  y  G  B ,  existe  x  G  A  tal  que 

y  -  x -  +  /,  bastando  para  isso  tomar  x 


1  OU  A' 


1. 


\y 


III.  Função  injetora 


141 .  Uma  função  /de  A  em  B  é  injetora  se,  e  somente  se,  quaisquer  que  se 

jam  Xj  e  x2  de  A,  se  x,  ^  x2,  então  f{x,)  ^  f(x2). 

Em  símbolos: 


f:  A  -*  B 
fé  injetora 


f(x,)  ^  f(x,)) 


(Vx,,  x,  G  A,  Vx2,  x2  G  A)(x,  ^  x2 


Notemos  que  a  definição  proposta  é  equivalente  a:  uma  função / de  A 
em  B  é  injetora  se,  e  somente  se,  quaisquer  que  sejam  x,  e  x2  de  A,  se 
f(x,)  =  f(x,),  então  x, 


x2. 


f:  A  ^  B 

fé  injetora  •<=>  (Vx.,  x,  G  A,  vx,,  x2  G  A)(f(x,) 


f(xO 


x2) 


X 


i 


Em  lugar  de  dizermos  “/  é  uma  função  injetora  de  A  em  B  ,  podere 

mos  dizer  “/ é  uma  injeção  de  A  em  B”. 
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Exemplos 

I  ?)  A  função/ de  A  =  [0,  1,  2,  3 \  em  B  —  [1,  3,  5,  7,  9  \  definida  pela 

iei  f(x)  =  2x  +  1  é  injetora, 

pois  dois  elementos  distintos  de  A  têm 
como  imagem  dois  elementos  distintos 
de  B.  Observemos  que  não  existem  duas 

ou  mais  flechas  convergindo  para  um 
mesmo  elemento  de  B. 


A 


B 


f 


1 


0* 


1  • 


•  3 


9 


2* 


»  5 


7 


3* 


2?)  A  função  de  A 
pois,  quaisquer  que  sejam  x,  e  x,  de  IN,  se  x,  ^  x 


IN  em  B 


IN  definida  por  f(x) 


2x  é  injetora. 


então  2x  #  2.v , . 


IR*  em  B 


IR  definida  por  f(x) 


3t)  A  função  de  A 


e  ínte- 


x 


7 


7 


tora,  pois,  quaisquer  que  sejam  x,  e  x ,  de  IR*,  se  x,  ^  x ,,  então 


A 


X, 


IV.  Função  bijctora 


142.  Uma  função  /  de  A  em  B  é  bijetora  se,  e  somente  se,  fé  sobrejetora 

e  injetora. 


Em  símbolos: 


f:  A  ^  B 
fé  bijetora 


/  é  sobrejetora  e  injetora 


A  definição  acima  é  equivalente  a:  uma  função  /  de  A  em  B  é  bijetora 
se,  e  somente  se,  para  qualquer  elemento  y  pertencente  a  B,  existe  um  único 
elemento  x  pertencente  a  A  tal  que  /(x) 


v. 


f:  A  -*•  B 
fé  bijetora 


V y,  y  E  B,  3i  x,  x  E  Al  f(x) 


y 


Em  lugar  de  dizermos  “fé  uma  função  bijetora  de  A  em  B 
mos  dizer  “/ é  uma  bijeção  de  A  em  B” . 


3  J 


podere 
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Exemplos 

1?)  A  função  f  de  A 
x  +  1  é  bijetora 


\0,  lf  2,  3,  em  B 


)  1,  2,  3,  4)  definida  por 


/(*) 


A 


B 


f 


•  1 


0 


•  2 


1  • 


2 


•  3 


3 


•  4 


pois  /  é  sobrejetora  e  injetora,  isto  é,  para  todo  elemento  y  E  B,  existe  um 

único  elemento  x  E  A,  ta!  que^  -  x  +  1.  Observemos  que  para  cada  elemento 
de  B  converge  uma  só  flecha. 

2?)  A  função  /  de  A  =  IR  em  B  =  !R  definida  por  f(x)  =  3x  +  2  è 

bijetora,  pois: 

1)  qualquer  que  seja  y  E  IR,  existe  x  E  IR  tal  que  >  =  3x  +  2,  basta  tomar- 

.  Logo,  /  é  sobrejetora; 

II)  quaisquer  que  sejam  x,  e  x2  de  IR,  se  x,  #  x2,  então  3x,  +  2  ^  3x2  +  2, 

isto  é,  /  é  injetora. 


2 


y 


mos  x 


3 


Observação 

Observemos  que  existem  funções  que  não  são  sobrejetoras  nem  injetoras. 
Assim,  por  exemplo,  a  função  de  IR  em  !R  definida  por  f(x) 

I)  dado  y  E  iRí,  não  existe  x  E  IR  tal  que  y 

é  sobrejetora; 

II)  Existem  x,  e  x2  em  IR,  xt  e  x2  opostos  (e  portanto  x,  ^  x2)  tais  que 

\x2\,  isto  é,  /  não  é  injetora. 


Ixl : 


Lvl,  portanto  /  não 


\x, 


J  43.  Reconhecimento  através  do  gráfico 


Pela  representação  cartesiana  de  uma  função  /  podemos  verificar  se  / 
é  injetora  ou  sobrejetora  ou  bijetora.  Para  isso,  basta  analisarmos  o  número 
de  pontos  de  interseção  das  retas  paralelas  ao  eixo  dos  x ,  conduzidas  por  cada 
ponto  (0,  jf)  em  que  y  E  B  (contradomínio  de  /). 
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1?)  Se  cada  uma  dessas  retas  cortar  o  gráfico  em  um  só  ponto  ou  não 

cortar  o  gráfico,  então  a  função  é  injetora. 


Exemplos 


a)  f:  IR 


b)  f: 


2?)  Se  cada  uma  das  retas  cortar  o  gráfico  em  um  ou  mais  pontos,  en 
tão  a  função  é  sobrejetora. 


Exemplos 


a)  f:  IR 


f(x) 


3?)  Se  cada  uma  dessas  retas  cortar  o  gráfico  em  um  só  ponto,  então 
a  função  é  bijetora. 


Exem pios 


a)  f :  IR 


FUNÇÃO  COMPOSTA  -  FUNÇÃO  INVERSA 


Resumo 

Dada  a  função  /  de  A  em  B ,  consideram-se  as  retas  horizontais  por 
(0,  y )  com  y  E  B: 

1  ?)  se  nenhuma  reta  corta  o  gráfico  mais  de  uma  vez,  então/ é  injetora. 
2?)  se  toda  reta  corta  o  gráfico,  então  fé  sobrejetora. 

3?)  se  toda  reta  corta  o  gráfico  em  um  só  ponto,  então  /  é  bijetora. 


144.  Composta  de  sobrejetoras 


Teorema 

Se  duas  funções  /  de  A  em  B  e  g  de  B  em  C  são  sobrejetoras,  então  a 
função  composta  gof  ôe  A  em  C  é  também  sobrejetora. 


Demonstração 


A  função  g  é  sobrejetora;  então,  para  todo  z  de  C,  existe  y  em  B  tal 

tea  função  /  é  sobrejetora,  isto  é,  dado  v  em  B,  existe  x  em  A 


que  g(y)  = 

tal  que  f(x) 


y- 


Logo,  para  todo  z  em  C,  existe  x  em  A  tal  que 


g(y)  =  g(f(x))  =  (gof)  (x) 


z 


o  que  prova  que  gof  c  sobrejetora. 


145.  Composta  de  inietoras 


7 eorem  a 

Se  duas  funções/de  A  em  B  e  g  de  B  em  C são  injetoras,  então  a  função 
composta  gof  de  A  em  C  é  também  injetora. 


Demonstração 

Consideremos  xt  e  x2  dois  elementos  quaisquer  de  A  e  suponhamos  que 
(£?/)  (*/)  =  ig°f){x2),  isto  é,  g{f(x,)) 

última  igualdade  resulta  que  f(x,) 

x2;  portanto,  gcf  é  injetora. 


gif(x2))-  Como  g  é  injetora,  da 
f(x2);  como  fé  também  injetora,  vem 


x 
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460.  Indique  qual  das  funções  abaixo  é  injetora,  sobrejetora  ou  bijeíora? 


a) 


d) 


h 


k 


•  0 


•  0 


H  * 


1  • 


1 


2  . 


*  1 


2* 


3  • 


2 


*  2 


4  * 


♦  3 


4  • 


•  3 


A 


B 


B 


A 


461.  Para  as  funções  em  IR  abaixo  representadas,  qual  é  injetora?  E  sobrejetora?  E 

bijetora? 


a) 


Yi 


X 


d) 


v 


X 
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462*  Nas  funções  seguintes  classifique  em: 

I)  injetora 
II)  sobrejetora 

a)  f:  IR 

b)  g:  IR 

c)  h:  IR 

d)  m:  IN 

c)  n:  IR 


III)  bijetora 

IV)  não  é  sobrejetora  nem  injetora 

2x  +  I 


IR 


tal  que 
tal  que 
tal  que 

tal  que 
tal  que 

tal  que 

tal  que 
tal  que 


f(x) 


IR 


g(N) 


1 


X 


IR 


h{x) 


II 


x 


IN 


m(x)  =  3x  +  2 
n(x)  =  [xl 


Z 


1 


f)  p:  IR 

g)  q:  IR 

h)  r:  IR 


IR* 


* 


p(x) 


X 


J 


IR 


q(x) 


x 


R 


r(x)  -  Ixl  •  (x 


D 


463.  Determine  o  valor  de  b  em  B  =  y  £  IR  I  v  >  b  de  modo  que  a  função /de  IR 

em  B ,  definida  por  f(x)  -  x2  ~  4x  +  6,  seja  sobrejetora* 

464.  Determine  o  maior  valor  de  a  em  A  -  \  x  £  IR  Lv  ^  a  de  modo  que  a  função 

/de  A  em  IR,  definida  por  f(x)  =  2x 2  -  3x  +  4,  seja  injetora* 

465,  Seja  a  função  de  A  =  [x  G  IR  1  -5  ^  x<2\  em  B  C  IR,  definida  por 

f(x )  =  Ia  4-  31  -  2*  Se/ é  sobrejetora,  determine  B. 

466,  Determine  o  conjunto  B  dc  modo  que  a  função/:  [—  /  2]  B ,  definida  por 

f(x)  =  I2x  —  3\r  seja  sobre  je  ti  va.  Esta  função  é  injetiva?  Justifique* 


467.  Nas  funções  seguintes,  classifique  em: 

l)  injetora 
11)  sobrejetora 

a)  f:  IR 


III)  bijetora 

IV)  não  é  injetora  nem  sobrejetora 

d)  m :  IR 


IR 


IR 


2 


X“  se  x  ^  0 
x  se  x  <  0 


x-  se  x  ^  1 
6x  +  8  se  x  >  1 


4 


f(x) 


m(x) 


2 


X 


b)  g:  IR 


IR 


e)  n:  !N  -»•  IN 


1  se  x  S  1 


x 


X 


se  x  e  par 
se  x  é  ímpar 


g(x) 


0 


1  <  x  <  1 


n(x) 


x  +  1 


se 


x  +  I  se 


1 


2 


c)  h :  IR  — ►  IR 


f )  p :  IR  -*  (D 


3x  —  2  se  x  ^  2 


se  x  GCD 


2x 


híx) 


P(x) 


[xl  se  x  e  (IR  ~<Q) 


2 


se  x  <  2 


x 


468.  Classifique  em  injetora,  sobrejetora  ou  bijetora  a  aplicação / ;  IN 


IN  definida  por 


n 


se  n  e  par 


2 


/( n ) 


n  +  1 


se  n  é  ímpar 


2 
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469.  Observando  os  gráficos,  julgue  os  itens  seguintes. 


y 


y 


2 


1 


2 


1 


I 


X 


I 


glx) 


v  4  v 


(IV) 


fíx) 


V 


s 


I 


I 


1 


t 


2 


i 


2 


x 


i 


: 


V 


[x  €  reais  I  x  ^ 

b)  A  imagem  da  função  em  (II)  é  \y  £  reais  I-/  <  y  <  2}. 

c)  A  função  em  (III)  é  decrescente  no  intervalo  (—7 

d)  Com  relação  a  (IV),  podemos  dizer  que  h(x)  <  g(x)  í  /(x)  para  7  <  x  <  2. 

e)  A  função  em  (I)  é  injetora. 


/  ou  x  &  1 : . 


+  “>). 


7 


f)  Em  (II)  f(0) 


0  e  /(-/) 


2 


g )  Em  (III)  a  função  é  negativa  para  x  < 


l  e  positiva  para  x  > 


1. 


470.  Com  relação  ao  gráfico  de  uma  função  y 

afirmar  que: 


/(x),  representado  abaixo,  pode-se 


i 


Y 


i 


2  3 


x 
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a)  o  domínio  da  função  é  o  conjunto  dos  números  reais. 

b)  a  imagem  da  função  é  o  conjunto  dos  números  reais. 

c)  a  função  é  crescente  no  intervalo  (— «>,  /). 

d)  a  função  é  injetora  em  todo  o  seu  domínio. 

e) /(/)  =  0  e  f(5)  <  0. 


f) 


<  /. 


g)  sabendo  que  no  intervalo  [0,  J]  a  curva  representa  um  arco  de  parábola,  po¬ 
demos  concluir  que  a  equação  dessa  parábola  é  y  =  x2  —  2x  +  1. 

h)  a  semi-reta  correspondente  ax  O  tem  inclinação  — /. 

471.  Sendo  a  função  real  f(x)  =  lx-  21  +  1x1,  pode-se  afirmar: 

a)  O  gráfico  da  função  é: 


b)  A  função  cresce  no  intervalo  [2,  +°°[. 

2,  Vx  E  R. 

d)  O  conjunto  imagem  da  função  é  \y  £  R,  y  £  21 

e)  A  função  não  é  injetora. 

f)  O  conjunto  domínio  da  função  é  R . 


c)  f{x) 


2x 


472  Considere  a  função  definida  por>T 

posições  verdadeiras  e  as  proposições  falsas  nos  itens  abaixo, 

a)  /  é  sobrejetiva. 

b)  /  não  é  injetiva. 

c)  A  função  pode  ser  representada  pelo  gráfico: 


/<*)  =  2 


Ixl ,  .v  £  IR.  Assinale  as  pro* 
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d)  A  função  pode  ser  representada  pelo  gráfico: 


e)  A  função  pode  ser  representada  peio  gráfico: 


473.  A  função/:  A 


B  é  dada  por  f(x)  = 

a)  Determine  o  domínio  de  /,  isto  é,  A 

b)  Determine  a  imagem  de  /,  isto  é,  B 

c)  A  função  /  é  injetora?  Por  quê? 

d)  Trace  o  gráfico  da  função  /. 


/ 


A. 


\ 


)x  £  R  tal  que  existe  f(x)\* 


474.  Existem  funções/:  IR  IR  que  satisfazem  a  propriedade  (I)/(x)  =  /(— x)5  pa¬ 
ra  todo  x  E  IR*  Assinale  as  proposições  verdadeiras  e  as  proposições  falsas: 

a)  Se  uma  função  /verifica  (I),  então  /  é  injetora.. 

b)  condição  (1)  é  válida  para  a  função  f(x)  -  3x\  x  £  ÍR  + 

c)  O  gráfico  abaixo  representa,  no  intervalo  [H ,  1  ],  uma  função  que  verifica  (I)* 


fíx) 


i 


i 


! 


i 


I 


0 


1 


x 
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d)  O  gráfico  abaixo  representa,  no  intervalo  [— 1,  1],  uma  função  para  a  qual 

vale  (I). 


4  fíx) 


i 


i 


o 


i 


x 


i 


e)  O  gráfico  abaixo  representa  uma  função  que  satisfaz  a  propriedade  (I)* 


Ux) 


1 


1 


0 


I  x 


475.  a)  Defina  função  bijetora. 

b)  Demonstre  que/,  definida  no  intervalo  0  <  x  <  $  {s  >  0)  do  seguinte  modo: 

2x  -  s 
x(s  -  x) 

é  uma  função  bijetora  desse  intervalo  nos  reais. 


f(x) 


476  .  Sejam  IN  o  conjunto  dos  números  naturais  e  / :  IN 

as  propriedades: 


IN  uma  função  que  satisfaz 


a)  dado  qualquer  m  G  IN  existe  n  G  IN  tal  que /(«)  ^  m. 

b)  A 


G  IN;  j  í  /(r)j  está  contido  no  conjunto  imagem  de  f,  para  todo 


r  G  IN. 

Mostre  que  f  é  sobrejetora. 


Sejam  as  funções: /de  A  em  B,  definida  por_y 
da  por  IA,  de  A  em  A  e  definida  por  IA(x)  - 
13,  de  B  em  B  e  definida  por  iJx ) 


=  f(x);  identidade  em  A,  anota- 

X\  identidade  em  B,  anotada  por 


x.  Prove: 


foi 


f  e  InO  f  =  f. 


A 


As  funções  /  .  e  IB  do  exercício  anterior  são  iguais?  Justifique. 


Os  conjuntos  A  e  B  tèm,  respectivamente,  m  e  n  elementos.  Considera-se  uma 

função  f:  A  -*■  B.  Qual  a  condição  sobre  m  t  n  para  que  /  possa  ser  injetora? 

E  para  /  ser  sobrejetora?  E  bijetora? 
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480.  Qua mas  são  as  injeções  de  A  = 

181  Quantas  são  as  sobrejeções  de  A 


c,  d,  e,  /!? 


w,  b  \  em  B 


■  \a,  b,  c\  em  B 


[d,  ei? 


482  Mostre  com  um  exemplo  que  a  composta  de  uma  injeção  com  uma  sobrejeção 

pode  não  scr  nem  injetora  nem  sobrejetora. 


483.  Sejam  f,  g  :  IR 

a)  gof:  IR  -* 

b)  gof :  IR  — 


-*■  IR  duas  funções  tais  que: 

IR  é  injetora.  Prove  que  fé  injetora. 

IR  é  sobrejetora.  Prove  que  g  é  sobrejetora. 


V.  Função  inversa 

146.  Exemplo  preliminar 


[1,  2,  3,  4)  e  B 


[1,  3,  5,  7],  consideremos 


Dados  os  conjuntos  A 

a  função  /  de  A  em  B  definida  por  f{x) 


Notemos  que  a  função  /  é  bije 
tora  formada  pelos  pares  ordenados 


í(l,  D,  (2,  3),  (3,  5),  (4,  7)] 

A  e  Imif)  — 


f 


em  que  D(  f) 


B. 


A  relação 

{(y,  x)  I  (x,  y)  G  f\,  inversa  de 
f,  é  também  uma  função,  pois  f  é  uma 
bijeção  de  A  em  B,  isto  é,  para  todo 
y  E  B  existe  um  único  x  £  A  tal  que 

(y,  x)  € 


/ 


A  função  /"'  é  formada  pelos 
pares  ordenados 


5 


1(1,  D,  (3,  2),  (5,  3),  (7,  4)’ 


f 


; 


7 


em  que 

£>(/-')  =  B  c  Imif-1)  =  A. 


Observemos  que  a  função  fé  definida  pela  sentença  y 

y  +  1 

isto  e: 


/,  e  /  '  é 


definida,  pela  sentença  x 


2 


1?)  /  leva  cada  elemento  x  E  A  até  o  /  E  B  tal  que  y  = 
2?)  f~‘  leva  cada  elemento  y  £  B  até  o  x  G  A  tal  que  x 


2x  -  I 

y  +  1 


2 


234 


FUNÇÃO  COMPOSTA  -  FUNÇÃO  INVERSA 


147.  Teorema 


fí.  A  relação  f~l  é  uma  função  de  B  em  A  se,  e  somente 


Seja  /:  A 

se,  /  é  bijetora. 


Dem  onst  ração 

}?  parle:  Se/-/  é  uma  função  de  B  em  A,  então  / é  bijetora. 

a)  Para  todo  y  E  B  existe  um  x  E  A  tal  que  f~i{y)  =  x,  isto  é, 
( y ,  a')  E  f~'t  ou  ainda,  (a,  y)  E  f.  Assim  /  é  sobrejetora. 

b)  Dados  x,  E  A  e  x2  E  A,  com  x,  #  x2,  se  tivermos /( x,)  =  f{x2)  -  y 
resultará  f~'{y)  =  x,  e  f~‘(y)  =  x2,  o  que  é  absurdo  pois  y  só  tem  uma  ima¬ 
gem  em  f~‘.  Assim  f(x,)  7^  f(x2)  e  fé  injetora. 


2?  parle:  Se  / é  bijetora,  então  /  1  é  uma  função  de  B  em  A. 

a)  Como  f  é  sobrejetora,  para  todo  y  E  B  existe  um  x  E  A  tal  que 
(a-,  y)  E  /;  portanto,  O,  x)  E 

b)  Se  y  E  B,  para  duas  imagens  x,  e  x2  em  /“',  vem: 

(y,  x,)  E  e  (y,  x,)  E  f  " 


portanto: 


(x„  y)  E  f  e  (x,,  y)  E  f. 


Como  /  é  injetora,  resulta  x 


x 2 ■ 


1 


148.  Definição 


S e/é  uma  função  bijetora  de  A  em  B,  a  relação  inversa  de /é  uma  fun¬ 
ção  de  B  em  A  que  denominamos  função  inversa  de  f  e  indicamos  por  f~s. 


Observações 

1?)  Os  pares  ordenados  que  formam  f~‘  podem  ser  obtidos  dos  pares 
ordenados  de  /,  permutando-se  os  elementos  de  cada  par,  isto  é: 


(y,  x)  E  f  *. 


(x,  y)  E  f 


2?)  Pela  observação  anterior,  temos: 

(x,  y)  E  f 


(y,  x)  E  f~>. 

Agora,  se  considerarmos  a  função  inversa  de  / 


teremos: 


(y,  x)  Ê  f"1  «=>  (x,  y)  E  (f"‘) 


1 
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isto  é,  a  inversa  de/  1  é  a  própria  função/: 


i 


f. 


(f-‘) 


Podemos  assim  afirmar  que  /  e/  1  são  inversas  entre  si,  ou  melhor,  uma  é  in¬ 
versa  da  outra. 


3?)  O  domínio  da  função  f  1  é  B,  que  é  a  imagem  da  função/. 

A  imagem  da  função  f~}  é  A,  que  é  o  domínio  da  função/. 


Im(rl)  =  A  =  D(f). 


D(f->)  =  B  =  Im(f) 


e 


149.  Determinação  da  função  inversa 


Vimos  no  exemplo  preliminar  que,  se  a  funçao/é  definida  pela  sentença 

é  definida  pela  sentença  x 


y  +  i 


aberta  y  —  2x~  1 ,  então  a  função  inversa  / 


2 


3  satisfazem  a  condição 
.  Isso  não  quer  dizer  que  o  par  ordenado 


Observemos,  por  exemplo,  que  x 

y  +  i 


2  e  y 


2x  -  /  e  também  x 
{2,  3)  pertença  a/e  a/  De  fato: 

(2,  3)  G  f  e  (3,  2)  G  f». 

y  +  i 


y 


2 


não  especificam  qual 


As  sentenças  abertas  y  =  2x  —  1  ç  x 


2 


(xl  ou  /?)  é  o  primeiro  termo  do  par  ordenado. 

Ao  construirmos  o  gráfico  cartesiano  da  função  /,  colocamos  a:  em  abs 
cissas  e  y  em  ordenadas,  isto  é: 


((x,  y)  G  AxBly 

e  ao  representarmos  no  mesmo  plano  cartesiano  o  gráfico  de  / 
conj  unto 


f 


2x 


/ 


como  o 


y  +  r 


f 


(y,  x)  G  B  x  A  I  x 


2 


devemos  ter  y  em  abscissa  e  x  em  ordenada. 
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A  fim  de  que  possamos  convencionar  que: 

1?)  dada  uma  sentença  aberta  que  define  uma  função,  x  representa  sem¬ 
pre  o  primeiro  termo  dos  pares  ordenados  e 

2?)  dois  gráficos  de  funções  distintas  podem  ser  construídos  no  mesmo 
plano  cartesiano  com  x  em  abscissas  e  y  em  ordenadas 

justifica-se  a  seguinte  regra  prática. 


Regra  prática 


Dada  a  função  bijetora /de  A  em  B,  definida  pela  sentença =  f(x), 
para  obtermos  a  sentença  aberta  que  define  /“',  procedemos  do  seguinte 
modo: 


/  x )  fazemos  uma  mudança  de  variável,  isto  é 


1  r)  na  sentença  y 
trocamos  x  por  y  e  y  por  xt  obtendo  x 


f(y)\ 


2?)  transformamos  algebricamente  a  expressão  =  f{y ),  expressando 
y  em  função  de  x  para  obtermos  y  -  f~'(x). 


Exemplos 

1?)  Qual  é  a  função  inversa  da  função  /bijetora  em  IR  definida  por 
f{x)  =  3x  +  2? 

A  função  dada  é:  f(x)  =  y  =  3x  +  2. 

Aplicando  a  regra  prática: 

I)  permutando  as  variáveis:  x  =  3y  +  2 
II)  expressando  y  em  função  de  x: 

x  —  3y  +  2 


2 


x 


3y 


2 


x 


y 


3 


2 


x 


Resposta:  É  a  função  /  '  em  IR  definida  por  /  '(x) 


3 


2a.  )  Qual  é  a  função  inversa  da  função  /  bijetora  em  IR  definida  por 


x3l 


f(x) 


A  função  dada  é  f(x) 

Aplicando  a  regra  prática,  temos:  x 

Resposta:  É  a  função  f~l  em  IR  definida  por  f~'{x) 


-  3 


y 


X  . 


3 


y  =  U 


y 


i  x. 
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1 


150.  Propriedade  dos  gráficos  de  f  e  f 


Os  gráficos  cartesianos  de/e/  1  são  simétricos  em  relação  à  bissetriz 
dos  quadrantes  /ei  do  plano  cartesiano. 

Observemos  inicialmente  que,  se  (a,  b )  £  /,  então  ( b ,  a)  £  f~'. 

Para  provarmos  que  os  pontos  P(a,  b)  e  Q(b,  a)  são  simétricos  em  re¬ 
lação  à  reta  r  de  equação  =  x  (bissetriz  dos  quadrantes  1  e  3),  devemos  pro¬ 
var  que  a  reta  que  passa  pelos  pontos  P  e  Q  é  perpendicular  à  reta  r  e  que  as 
distâncias  dos  pontos  P  e  Q  à  reta  r  são  iguais. 

1 

O  ponto  M,  médio  do  segmento  PQ,  tem  coordenadas  í- 
e  portanto  M  pertence  à  reta  r.  Como  M  é  médio  do  segmento  PQ,  isto  é, 

MP  —  MQ,  M  £  r,  está  então  provado  que  os  pontos  P  e  Q  eqüidistam  da 
reta  r. 


a  +  b  a  +  b 


2 


2 


Para  provarmos  que  a  reta  PQ  é  perpendicular  à  reta  r,  consideremos 
o  ponto  R(c,  c)  da  reta  r,  distinto  de  M,  e  provemos  que  o  triângulo  PMR 

é  retângulo  em  M. 

Calculando  a  medida  dos  lados  do  triângulo  PMR,  encontramos: 

a  +  b  \2 


2 


a— b 


2 


a  +  b  \2 


a  -  b 


b 


a 


2 


PM2 


+  b 


+  • 


a 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


a  +  b 


a  +  b 


2 


a  +  b 


MR2 


2 


+ 


c 


c 


c 


2 


2 


2 


2 


PR2  =  (a  —  c)2  +  (b  -  c) 


e  observemos  que 


b  2 


a  +  b 


2 


a2— 2ab  +  b2 


a2  +  2ab  +  b: 


a 


PM2  +  MR2  =  2 


+  2 


c 


2 


2 


2 


2 


2(a  +  b)  ■  c  +  2c-  =a2  +  b2-2ac-2bc  +  2c2  =  (a2-2ac  +  c2)  +  (b2-2bc  +  c2) 
(a  -  c)2  +  (b — c)2  —  PR2. 


Exemp  l  os 


Vamos  construir  no  mesmo  diagrama  os  gráficos  de  duas  funções  inver 


sas  entre  si: 


x  +  4 


f‘(x) 

f-'(x) 

f-'(x) 


1?)  f(x) 

2?)  f(x) 

3?)  f(x) 


2x  -  4  e 


2 


2 


vx 


e 


x 


3 


i'X 


e 


x 
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x  +  4 


i?)y 


4 


y 


2 


X 


y 


X 


y 


12 


4  -12 


4 


10 


3 


8 


8 


2 


6 


6 


1 


1 


4 


( ) 


0 


4 


2 


i 


2 


0 


2  0 


2 


3 


3 


2 


4 


4 


4 


rz 


2 


2?) 


y 


X 


y 


Nx 


y 


X 


y 


o 


o 


o 


o 


i 


i 


i 


i 


2 


4 


4 


3 


9 


9 


3 


16 


4 


Wl 


5 


5 


6 


36 


36 


6 


3 


3 


3°)  y 


v 


x 


y 


X 


f 


‘Á 


f 


y 


y 


X 


27 

-8 

-1 


3 


3 

2 

1 


2 


8 


X 


1 


1 


0 


0 


0 


1 


I 

8 

27 


1 

2 

3 


8 


3 
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151.  A  composta  de  funções  inversas  entre  si 


Teor  em  a 


Seja  /  uma  função  bijetora  de  A  em  B.  Se  / 


/ 


é  a  função  inversa  de  /, 


então r 


f~  of  =  I.  e  fof-'  =  ID. 


Demonstração 


Vx  G  A,  (f-'of)  (x)  =  f-'(f(x))  =  f-'(y)  =  x 
vy  G  B,  (fof“])  (y)  =  f(f>(y))  =  f(x)  -  y. 


152,  A  inversa  da  composta 


Teorema 


Se  as  funções  f  de  A  em  B  e  g  de  B  em  C  são  bijetoras,  então: 


(gof) 


. 


f-log 


Dem  o  ns  tração 


Observemos  inicialmente:  se  as  funções  /de  A  em  B  e  g  de  B  em  C  são 
bijetoras,  então  a  função  composta  gof  de  A  em  C  é  bijetora;  logo,  existe  a 
função  inversa  (gof)~‘  de  C  em  A. 

Queremos  provar  que  (gof) 


f~‘og~  ',  então  basta  provar  que 


(í_log_1)o(gof) 


(gof)o(fHogH) 


I 


L . 


e 


A 


Notemos  que 


: 


f-'of  =  IA,  fOf"1 


4.  ê  °g 


I 


L-. 


e  gog 


B 


Então: 


(f-1og“1)o(gof)  =  [(f~1og-1)og]cf  =  [f-'o(g-1og)]of=[f-1oIB]of=f-'of=I 
(gof)o(f-log-‘)  =  [(gonof-nog 


A' 


I 


go(fof->)  og 


I 


[goIJog 


! 


I 


Ir, 


gog 
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484.  Para  cada  função  abaixo,  prove  que  é  bijetora  e  determine  sua  inversa: 

a)  f :  IR  -»■  IR  lai  que  f(x)  =  2x  —  5 

b)  g:  IR  -  (4)  -♦IR  -  (lj  tal  que  g(x) 

c)  h:  IR  -♦  IR  tal  que  h(x)  =  x 


x  +  1 


x  -  4 


5 


485.  Considere  a  função  / :  IR  -*■  IR  tal  que/(x)  =  \x  -  1 1. 

Assinale,  entre  as  alternativas  abaixo,  a  soma  dos  números  associados  às  afirma 
ções  corretas. 

01)  A  função  / não  é  sobrejetiva. 

02)  A  função / é  injetiva. 

04)  A  função  /possui  uma  inversa. 

08)  f(x)  ^  1  se,  e  só  se,  0  ^  x  ^  2. 

16)  fé  uma  função  par,  istoé,/(-x)  =  f(x), 

32)  fé  uma  função  ímpar,  isto  é,/(— jc)  = 

64)  fé  uma  função  periódica  de  período  /. 


f(-x). 


486.  Nas  funções  bijetoras  abaixo,  de  IR  em  IR,  obtenha  a  lei  de  correspondência  que 

define  a  função  inversa. 

2x  +  3 
4x  -  I 


\X  -r  2 


a)  f(x) 

b)  g(x) 

c)  h(x) 

d)  p(x) 


e)  q(x) 

f)  rfx)  =  \:x  -  I 


3 


3 


1 


3 


xj  +  2 
(X  -  I)3  +  2 


g)  s(x) 


X 


487.  O  gráfico  de  uma  função  f  è  o  segmento  de  reta  que  une  os  pontos  (—3,  4)  e 

(3,  0).  Se  f~‘  é  a  função  de  /,  determine  f~!(2). 


x +  /.determine  sua  in 


488  Dada  a  função/:  IR 

versa  /-í:  IR 


IR,  bijetora,  definida  por  f(x) 


IR. 


2 


489.  A  função/em  IR,  definida  por/(x) 


admite  função  inversa?  Justifique. 


x 


490.  Julgue  os  itens  abaixo. 

a)  Sendo  y  =  /(x)  uma  função  real,  se /(x)  =  x  para  algum  x,  dizemos  que  x  é 

um  ponto  fixo  de  /. 

Com  base  nessa  definição  pode-se  concluir  que  a  função  f(x)  =  2  + 

possui  um  único  ponto  fixo. 


/ 


x 
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5a  -  53x 


b)  Os  zeros  da  função /(x) 


sãox  -  Osx  -  3. 
Jx2  +  1 


c)  O  domínio  da  função  real  /i(x) 

com  exceção  do  zero. 


é  o  conjunto  dos  números  reais 


logx 


Csão  funções  injetoras,  então  a  composta  gof :  A 


C 


d)  Se/:-A 


Beg :  B 

também  c  uma  função  injetora. 


e)  Toda  função  real  e  inversível. 


a  .  Qual  é  a  função  inversa  de/? 


49 1 ,  Seja  a  função/dc  IH_  em  IR , ,  definida  por  /(x) 


Solução 


x~  com  x  ^  Os y  ^  0. 


A  função  dada  é  f(x) 

Aplicando  a  regra  prática,  temos: 


y 


I)  permutando  as  variáveis: 

x  -  y2  com  y  ^  0  e 
II)  expressando  y  em  função  de  x 

y  =  -Jx  ou  y  =  — çx 

Considerando  que  na  função  inversa  /  _/  devemos  ter  y  ^  0  e  x  ^  0,  a 
lei  de  correspondência  da  função  inversa  será /  -/(x) 

Resposta:  É  a  função / de  IR.  em  IR_  definida  por  f~‘(x ) 


x  >  0 


x  =  y 


C 


x. 


\ 


X. 


492.  Obtenha  a  função  inversa  nas  seguintes  funções  abaixo. 

a)  f:  IR 


IR 


2 


f(x) 


X 


{x  e  iR  ix  ^  i] 


b)  f :  A  -*  IR 


em  que  A 


+  * 


2 


f(X 


(x-  1) 

!R_,  em  que  A 
-(x  -  2) 


x  £  IR  I  x  ^  2i 


c)  f :  A 


: 


f(x 


fx  £  IR  I  x  ^  -1] 


|R_,  em  que  A 

-(x  +  1) 

»  B,  em  que  B 
x2  +  1 


d)  f :  A 


2 


ffx) 


!y  £  IR  iy  >  1) 


e)  f:  IR 


f(x) 


f)  IR 


y  £  IR  I  y  í  4 


B,  em  que  B 


2 


f(x)  =  4  -  x 

g)  f :  IR_  -*  B,  em  que  B 


:y  £  IR  I  y  >  -I) 


2 


f(x) 


1 


\ 
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493.  Considere  a  função 


Í7T 


2 


7T 


f  : 


[-1,  1]  tal  que  f(x) 


2 


x. 


2  ’  2 


7T 


Esboce  o  gráfico  correspondente  e  decida  quais  das  afirmações  abaixo  são  verda 
deiras  e  quais  são  falsas. 

a)  /  é  crescente. 

b)  fé  sobrejetora. 

c)  /  possui  inversa  e  f~!(0) 

d)  /  possui  inversa  e  /  '(Ü) 

e)  /  não  possui  inversa. 


ir. 


0. 


494.  Considerando  a  função  real  f(x) 

pode-se  afirmar: 

a)  A  imagem  de  f  é  A. 

b)  O  gráfico  de  /  está  acima  da  reta  y 

log2  5. 


3  +  2X  1  e  sendo  g :  A 


R  a  sua  inversa. 


4. 


1 


c)  g 


2 


1 


0. 


d)  Se  f(Mx)) 


3  +  2x,  então  h 


4 


e)  O  conjunto  solução  da  inequação  f{2x  +  1)  <  /  +  3  •  2X  é  o  intervalo 


]0,  n. 


f)  O  gráfico  da  função  g  intercepta  o  eixo  Ox  no  ponto  {1,  0). 


x  +  1 


*9  Seja  a  função  bijetora  f,  de  IR  -  {2}  em  IR  -  {1 }  definida  por  f(x) 

Qual  é  a  função  inversa  de/? 


x  -  2 


Solução 


x  +  1 


A  função  dada  é  f(x)  -  y 


com  x  ^  2  e  y  l. 


2 


x 


Aplicando  a  regra  prática,  temos: 

y  +  1 


xy  —  2x  =  y  +  1 


xy  -  y  -  2x  +  i 


x 


2 


y 


2x  +  1 


y(x  —  1)  =  2x  +  1 


y 


1 


X 


Resposta:  É  a  função  / 

2x  +  1 


i 


de  IR  -  í?í  em  IR  —  [2\>  definida  por 


/-'*)- 


/ 


x 
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496.  Obtenha  a  função  inversa  das  seguintes  funções: 


5) 


1 


a)  f :  IR  -  (3]  -  IR  -  (lj 

x  +  3 


IR 


d)  f :  IR 


13 


3  J 


5x  +  2 


f(x) 


f(x) 


3 


3x  -  1 

e)  f :  IR*  —  IR  -  [4J 

4x  +  2 


x 


IR  -  2 


b)  f:  IR  -  (-1)  - 

2x  +  3 


f(x) 


fx) 


X  +  1 


X 


IR  -  |3] 


f)  f:  IR  -  Í3) 


ir  -  -i: 


c)  f :  IR  —  [3 


4 


3x  +  2 


x 


f(x) 


f(x) 


3 


x  -  3 


x 


497.  Sendo  /e  g  funções  reais  definidas  pelas  sentenças  f(x) 

=  hgÂx  -  1),  determine  (/og_/)  ( 0 ). 


3X  -  1  e  e(x) 


2  +  x 


498.  A  função  /  definida  em  IR  -  [2j  por  f(x) 

domínio  é  IR  -  f cr).  Calcule  a. 


é  inversíve!.  O  seu  contra- 


2  ~  x 


4x  ~  3 


499.  Seja  a  função  /de  IR  -  \-~2)  em  IR  -  [4 ]  definida  por  f(x) 

é  o  valor  do  domínio  de  f~!  com  imagem  5? 


.  Qual 


x  +  2 


Solução 


Queremos  determinar  a  G  IR  -  [4]  tal  que  /  '(</) 

determinar  a  tal  que  f(5) 

4  ■  5 


J;  para  isso,  basta 


a: 


3 


17 


17 


f(5) 


a 


a 


5  +  2 


7 


7 


[x  £  IR  I  x  -1]  em  B 


[y  G  IR  \y  ^  /]  definida 

com  imagem  3? 


500.  Seja  a  função  f  de  A 

por  f(x)  =  \X2  +  2x  +  2.  Qual  é  o  valor  do  domínio  de / 


/ 


[x  G  \R  \x  ^  /]  e  B 


501.  Sejam  os  conjuntos  A 

f  de  A  em  B  definida  por  fix ) 


[y  €  IR  \y  >  2)  e  a  função 

2x  +  3.  Obtenha  a  função  inversa  de  /. 


2 


X 


Solução 


A  função  dada  é  f(x)  =  y  =  x2  -  2x  +  3  com  x  ^  l  t  y  ^  2 . 

Aplicando  a  regra  prática,  temos: 

I)  permutando  as  variáveis: 

x  =  y2  -  2y  +  3  com 


y  ^  i 


x  >  2 


e 
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II)  expressando  y  em  função  de  x 

x  =  y2— 2y  +  3 

(y—  l)2  =  i/x— 2 

I  +  ÇX  - 


y:-2y  +  1  +3  —  1 

<x-2  ou  y- 1 


(y- 1)2  +  2 


x 


x 


vX-2 


y-1 


1  -  \ 


2  ou  y 

Considerando  que  na  função  inversa  /  devemos  ter  y  ^  1  e  x  ^  2,  a 
sentença  que  define  a  função  inversa  é  f~l(x)  —  1  +  Jx  —  2. 


2. 


y 


x 


i 


f  :  B  A 
f  ’ 1  (x)  =  1  +  h~2 


Resposta: 


302  Obtenha  a  função  inversa  das  seguintes  funções: 

a)  A 


[y  E  IR  I  y  ^  -1 


íx  E  iR!x  Ss  1] 


B 


e 


f :  A 


B 


; 


f(x) 


2x 


x 


íy  E  IR  t  y  ^  1 


b)  A  =  x  €  IR  I  x  ^  -1] 


B 


e 


f:  A 


B 


x2  +  2x  +  2 


f(x) 


íy  E  IR  ly  ^  -1] 


ix  e  IR  I  x  ^  2! 


B 


c)  A 


e 


f :  A 


B 


2 


f(x) 


4x  +  3 


x 


3 


x  E  IR  1  x  > 


d)  A 


!:i 


e 


2 


f :  A 


B 


2 


fx) 


3x  +  2 


x 


íx  E  IR  I  x  21 


{y  E  IR  I  y  s:  9 


e)  A 


B 


e 


f :  A  -»■  B 


x2  +  4x  +  5 


f(x) 


fy  e  IR  i  y  í  5; 


ÍX  E  IR  I  x  <  -1 


B 


f)  A 


e 


B 


f :  A 


2 


f(x) 


2x  +  4 


x 


íy  E  IR  I  y  ^ 


9  1 


5 


x  E  IR  I  x  ^ 


g)  A 


B 


e 


4 


8 


f:  A 


B 


2x2  -  5x  +  2 


fx) 


2 


1  se  x  ^  0 


Seja  a  função  bijetora  de  !R  em  IR  definida  por  f(x) 

Determine  f_!. 


I  .v  —  1  se  x  <  0  ' 
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Solução 


Notemos  que: 

1?)  se  x  >  0,  então  f(x)  -  y  -  x2  -  1\  logo,  y  ^  —1. 

2?)  se  x  <  0,  então  f(x)  =  y  =  x  —  1;  logo,  y  <  —1. 

A  função  proposta  é: 

y  =,  x2  —  1  com  x  0  e  y  5=  ~i  ou  y  -  x  —  1  com  x  <  0  e  y  <  —I. 
Aplicando  a  regra  prática: 

1)  permutando  as  variáveis,  temos: 

x  =  y2  —  J  com  v  ^  Oe  x  ^  —  /  ou  r  =  y  —  1  com  y  <  0  e  x  <  —1 
II)  expressando  y  em  função  de  x,  temos; 

y  -  Jx  +  1  com  v  ^  0  e  x  ^  ~1  ou  y  =  x  +  1  com  y  <  0  e  x  <  —1. 

Logo,  a  função  inversa  /“ 1  é  de  iR  em  IR  e  definida  por: 

\X  +  I 

x  +  1  se  x  <  -1 


1 


se  x  > 


f-'(x) 


504  Nas  seguintes  funções  em  IR,  determine  a  função  inversa. 


2x  +  3  se  x  >  2 


a)  f  x 


3x  +  1  se  x  <  2 


5 


3x  se  x  ^ 
4x  se  x  < 


1 


b)  f(x) 


4 


1 


2 


x“  se  x  ^  0 
2x  se  x  <  0 


c)  f(x) 


í 


2 


1 


se  x  < 


x 


d)  f(x) 


1 


4x  +  se 


x  Ss 


x  -  3  se 
(3  —  x)3  se  x  <  3 

4x  +  7  se 


e)  f(x) 


2 


X 


1  <  x  <  2 


f)  f(x) 


2x  —  1 


se 


2 


4  se  x  4 


1 


2x 


x 


505.  A  função/em  IR,  definida  por  /(x) 


I  x  -F  2 1  -I-  I X 


} ! ,  admite  função  inversa? 


506.  Seja  a  função / em  IR  definida  por  f(x) 

função  inversa  de  /.  Calcule  f~\42). 

í07  Seja  a  função  /  em  IR  definida  por  f(x) 

cartesiano  os  gráficos  de  /  e  f~l. 


2x  +  ljf  +  il-l 2x~ 4 1 .  Determine  a 


2x  —  3.  Construa  num  mesmo  plano 
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Solução 


x  +  3 


f-'(x) 


l(x)  —  2.x  -  3 


2 


x 


y 


X 


y 


1 


5 


5 


1 


0 


3 


0 


3 


I 


1 


1 


2 


l 


2 


1 


3 


3 


3 


3 


4 


5 


5 


4 


308.  Nas  funções  que  seguem,  construa  num  mesmo  plano  cartesiano  os  gráficos  de 


a)  f :  IR 


IR 


f)  f :  IR* 


f(.x) 


2x  +  1 


x 


b)  f :  IR 


IR 


g)  f:  IR* 


IR  -  [1]. 

X  -  I 


2x  +  4 


f(x 


f(x) 


3 


x 


c)  f :  IR 


IR 


h)  f :  IR 


IR 


3 


1  -  X 

d)  f :  IR  .  -  B  = 

f(x)  =  1  —  X“ 

e)  f :  A  -*■  A  = 

f(x)  =  x2  +  2x 

509  Dadas  as  funções/ c  g  em  IR,  definidas  por/(A") 

determine  a  função  inversa  de  gof. 


f(x) 


2X 


ly  G  IR  I  y  ^  lj 


i)  f :  IR 


IR 


T 


1 


fx) 


2 


íx  £  IR  I  x  ^  — lj 


2  e  g(*) 


2x  +  5 


I?  processo 

Determinamos  inicialmente  gof  e  em  seguida  (gof)~!: 

g(f(x))  =  2f(x)  +  5  =  2(3x  -  2)  +  2)  +  5  -  6x  +  I. 
Aplicando  a  regra  prática,  temos:  x  =  6x  +  1 

x  —  1 


(gof)  (x) 


x 


y 


6 


portanto,  (gof)  ‘(x) 


6 
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2?  processo 

Determinamos  inicialmente  f 
(gof) 

Apiicando  a  regra  prárica  em  f(x)  —  3x  —  2  e  g(.v)  —  2x  +  5,  temos: 

x  +  2 


< 


e  g  '  e  em  seguida/  'og 


pois 


i 


f  'cg 


5 


x 


f-'(x) 


g  (x) 


e 


3 


2 


5 


\ 


+  2 


i 


(x)  +  2 


2 


1 


O 


X 


£2 


f  ’(g  ’(x)) 


(f  ■|og~!)  (x) 


3 


3 


6 


x  -  l 


portanto,  (gof)  ‘(x) 


6 


Resposta:  (gof):  ÍR  — ►  IR 

(gof)''(x) 


1 


x 


6 


510.  Dadas  as  funções /e  g,  determine  a  função  inversa  de  gof: 

g:  IR 

g(x)  = 

g:lR 


IR 


a)  f :  IR  — ►  IR 


e 


f(x) 


3x  -  5 


4x  +  1 


b)  f :  IR  — ►  IR 


iR 


e 


3 


f(x) 


g(x 


2x  +  3 


x 


c)  f  :  IR 


IR 


g  :  IR 


x  €  IR  I  x  <  41 


C 


e 


-I- 


f(x) 


g(x) 


4 


X“ 


X 


3 


x  g  ir  i  x  > 


x  e  ir  i  x  > 


d)  A 


B 


4) 


2 


g  :  B  -*■  lR  + 

g(x)  =  4x  +  9 


f :  A 


B 


e 


f(x) 


-  x-  —  3x 

íx  G  IR  I  x  ^  1],  c 


fx  G  |R  I  x  ^  2J 


e)  A 


IR 


f :  A 


g  :  IR+  C 

g(x)  =  +  4 


e 


f(x) 


I 


x- 


{x  6  IR  I  x  ^  *4]  e 

/  j  e  as  funções  /  de  A  em  B  definida  por  f(x)  = 
—  x2  +  4x  e  g  de  B  em  C  definida  por  g(x) 

( gof)~!2  Justifique  a  resposta. 


ÍX  G  IR \x  ^  ~ 2 j,  B 


511.  Sejam  os  conjuntos  A 


C  =  [jc  G  IRIjr  > 


’ 


1.  Responda:  existe 


A 


l 


512  Sejam  os  conjuntos  A 


eB  —  \x  G  IR  I  x  ^  -l  e  as  funções: 
f  de  A  em  IR_  definida  por  /(x)  =  2x  —  1,  g  de  IR 

g(x)  =  x2  e  h  de  IR+  em  B  definida  por  h(x)  -  4x 
versa  de  ho(gof). 


x  G  IR  I  x  é 


2 


em  IR+  definida  por 
l .  Determine  a  função  in- 
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LEITURA 


Bertrand  Russell  e  o  Logicismo 


Hygino  H.  Domingues 

A  filosofia  iniciou-se  com  fales  de  Mileto  (c.  585  a.C.),  o  pri¬ 
meiro  matemático  a  ter  seu  nome  gravado  na  história.  A  filosofia  mo¬ 
derna  tem  como  seu  marco  inicial  O  discurso  do  método  (1636),  do 
grande  matemático  francês  René  Descartes.  Ainda  no  século  XVII  bri¬ 
lhariam  simultaneamente  na  filosofia  e  na  matemática  Pascal  e  Leib- 
niz,  No  nosso  século  talvez  ninguém  encarne  melhor  essa  dualidade  cien¬ 
tífica  do  que  Bertrand  Russell  (1872-1970). 

Russell  nasceu  em  Trelleck,  País  de  Gales,  numa  família  em  que 

a  tradição  liberal  constituía  uma  vertente  destacada.  O  avô.  Lorde  John 
Russell,  que  chegou  a  primeiro-ministro  no  reinado  da  rainha  Vitória, 
notabilizou-se  na  política  por  suas  idéias  reformistas  (por  exemplo,  em 
favor  da  instrução  popular).  Era  tão  admirado  que  em  suas  viagens  pe¬ 
lo  interior  o  povo  enfileirava-se  à  beira  das  estradas  por  onde  passava 
para  aclamá-lo.  Uma  frase  sua  era  citada  repetidamente:  “Quando  me 
perguntam  se  uma  nação  está  amadurecida  para  a  liberdade,  respondo: 
acaso  existe  algum  homem  amadurecido  para  ser  déspota?” .  A  mãe  de 
Bertrand  era  uma  conhecida  líder  feminista;  o  pai,  Visconde  de  Amber- 
ley,  pretendia  educá-lo  no  agnosticismo.  Mas  ambos  morreram  antes 
de  ele  completar  4  anos  de  idade.  Assim,  B.  Russell  acabou  sendo  edu¬ 
cado  por  preceptores  e  governantas,  segundo  as  idéias  do  ramo  conser¬ 
vador  da  família.  Mas  não  adiantou.  Segundo  suas  próprias  palavras: 

Quanto  à  religião,  passei  a  não  acreditar  primeiro  no  livre-arbítrio, 
depois  na  imortalidade  e  finalmente  em  Deus”.  Eem  matéria  de  moral, 
a  vigente  em  seu  tempo  lhe  parecia  demasiado  estreita  e  preconceituosa... 

Aos  18  anos  de  idade  B.  Russell  matriculou-se  no  Trinity  College 
da  Universidade  de  Cambridge,  a  fim  de  estudar  matemática  e  filoso¬ 
fia.  Nessa  época  a  fundamentação  rigorosa  da  matemática  ainda  não 
chegara  a  Cambridge,  o  que  urn  espírito  agudo  e  crítico  como  ele  não 
deixaria  passar  em  branco.  Em  Meu  pensamento  filosófico  escreveu: 

Aqueles  que  me  ensinaram  o  cálculo  infinitesimal  não  conheciam  pro¬ 
vas  convincentes  de  seus  teoremas  fundamentais  e  tentaram  fazer-me 
aceitar  os  sofismas  oficiais  como  um  ato  de  fé”. 

Certamente  foi  essa  preocupação  com  a  fundamentação  rigoro¬ 
sa  da  matemática  que  o  impeliu,  desde  logo,  para  o  campo  da  lógica. 
Esta,  desde  Boole  (1815-1864),  vinha  se  utilizando  de  métodos  mate¬ 
máticos,  como  o  emprego  de  um  simbolismo  e  de  demonstrações  de 

princípios  lógicos  a  partir  de  axiomas.  Gottlob  Frege  (1848-1925),  o 
expoente  máximo  da  lógica  em  seu  tempo,  defendia  a  tese  de  que  a 
matemática  é  um  ramo  da  lógica,  tese  à  qual  Russell  aderiu  decidida¬ 
mente.  Isso  mesmo  tendo  encontrado  falhas  na  obra  de  Frege.  De  fato, 


t  * 


4  4 
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em  carta  de  1902  Russell  expunha  a  Frege  uma  antinomia  que,  segun¬ 
do  este,  numa  demonstração  talvez  exagerada  de  honestidade  dentífi 

ca,  derrubava  os  fundamentos  de  suas  Leis  fundamentais ,  uma  obra 
cujo  segundo  volume  estava  para  ser  lançado.  É  que  essa  obra  usava 

o  conceito  de  conjunto  de  todos  os  conjuntos  que  leva  a  contradições. 
Era  preciso  eliminar  da  teoria  dos  conjuntos  conceitos  como  esse... 

A  meta  de  Russell,  de  reduzir 
a  matemática  à  lógica,  traduziu-se 

num  programa  ou  filosofia  mate 
mática  conhecida  como  Jógicismo. 
Esse  programa  foi  grandemente  de 
senvolvido  na  obra  Principia  Ma 

thematica ,  em  três  volumes,  publi- 
J  cados  respectivamente  em  1910 
1  1912  e  1913,  de  autoria  de  Russell  e 

I  A.N.  Whitehead  (186 1-1947).  Mas 
I  essa  tentativa,  como  outras,  de  im 
I  por  certos  limites  à  matemática 

I  apesar  de  produzir  frutos  muito  po- 

I  sitivos,  ficou  aquém  da  expectativa 

I  dos  que  a  empreenderam  e  mostra 
K  vários  pontos  passíveis  de  críticas. 

1  Nas  primeiras  linhas  de  Meu  pensa 
|  mento  filosófico  Russell  registrou: 

Quanto  aos  fundamentos  da  ma 
temática,  não  cheguei  a  parte  al¬ 
guma”. 

A  dedicação  de  Russell  à  matemática  e  à  filosofia  não  o  impediu 

de,  até  o  fim  de  seus  dias,  engajar-se  firmemente  nas  grandes  questões 
sociais  de  seu  tempo.  Assim  é  que,  em  1916,  foi  destituído  de  sua  cáte 

dra  em  Cambridge,  considerado  traidor  da  pátria  e  preso,  por  sua  ati 
tude  pacifista  em  face  da  Primeira  Guerra  Mundial.  Alguns  anos  antes 
do  fim  de  sua  vida  não  raro  aparecia  à  frente  de  passeatas  pela  proscri¬ 
ção  de  armas  nucleares  e  contra  a  Guerra  do  Vietnã. 

Em  1940,  quando  era  professor  da  Universidade  da  Califórnia, 
o  Conselho  do  City  College  de  Nova  Iorque  aprovou  por  unanimidade 
a  indicação  do  nome  de  Russell  para  uma  cadeira  de  seu  Departamen¬ 
to  de  Filosofia.  Mas  houve  uma  reação  tão  forte  de  alguns  setores  da 
Igreja  que  sua  nomeação  acabou  sendo  obstada  na  Justiça.  A  propósi 
to  declarou  John  Dewey:  “Como  americanos  não  nos  resta  senão  en 
rubescer  diante  dessa  mancha  em  nossa  reputação  de  agir  com  lisura'  ’ . 
Isso  não  impediu,  contudo,  que  continuasse  a  ensinar  nos  Estados  Uni 
dos:  a  Universidade  de  Harvard  acolheu-o  prazerosamente. 

Em  1944  voltou  à  Inglaterra,  onde  o  rei  George  VI  conferiu-lhe 
a  Ordem  do  Mérito.  Em  1950  foi  agraciado  com  o  Prêmio  Nobel  de 
Literatura.  (Talvez  não  seja  demais  lembrar  que  essa  láurea  não  é  con 
ferida  às  áreas  de  matemática  e  filosofia.) 
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APENDICE  I 


Equação  irracional  é  uma  equação  em  que  há  incógnita  sob  um  ou  mais 


radicais 


Exetn pios 

2  =  3.  I1 2x  +  1  =  2,  x3x 


V 


2,  n2x  +  1  +  ..2x  -  4 


+  2 


5. 


x  + 


X 


Para  resolvermos  uma  equação  irracional,  devemos  transformá-la,  eli¬ 
minando  os  radicais,  bastando  para  tanto  elevá-la  a  potências  convenientes. 
Não  devemos  esquecer  que  este  procedimento  pode  introduzir  raízes  estranhas 

à  equação  proposta  iniciaímente. 


153.  Equação  %f(xi 


g{x) 


Façamos  o  estudo  da  equação  irracional  do  tipo  \f(x) 
Elevando  ambos  os  membros  ao  quadrado,  obtemos: 


g{x). 


f(x)  =  [g(x)]2. 


As  duas  equações  podem  ser  escritas 

J f (xj  -  g(x) 


f(x)  -  fg(x)P  =  0 


0 


ou 


(\  f(x)  -  g(x))  •  (,  f(x)  +  g(x))  -  0  (2). 


^  f(x)  -  g(x) 


e 


É  claro  que  toda  raiz  da  equaçao  (1)  é  raiz  da  equação  (2)  porque, 
anulando-se  \f(x)  -  #(*),  anular-se-á  o  produto  Uf(x)  -  g(x))  (xf(x)  +  g(x)). 
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Entretanto,  a  recíproca  não  é  verdadeira,  isto  é,  uma  raiz  da  equação 
(2)  pode  não  ser  raiz  da  equação  (1).  De  fato,  uma  raiz  de  (2)  anula  um  dos 

fatores,  podendo  anular  -jf ( x )  +  g{x)  sem  anular  \f(x)  -  g(x). 

Para  verificarmos  se  a,  raiz  da  equação  (2),  também  é  raiz  da  equação 
(1),  podemos  proceder  de  dois  modos: 

1?)  verificando  na  equação  proposta,  isto  é,  substituindo  x  por  a  em 
(1)  e  notando  se  aparece  uma  igualdade  verdadeira; 


2?)  verificando  se  g(a)  ^  0, 


Mostremos  que  g(a)  ^  0 


a  é  raiz  de  (1): 


um  -  g(oí)i  um  +  g(of)] 


f(«)  -  (g(a)l 


: 


0 


g(a)  =  Jf<a) 


OU 


çf(a) 

Como  g(o;)  ^  0,  resulta  que  só  g(a)  =  \f{u)  é  verdadeira,  isto  é,  a. 

é  raiz  da  equação  g(x)  = 

'*  *  ■! 

Esquematicamente,  temos: 


g(0í) 


' 


f(x)  =  g(x) 


f(x)  -■  íg(x)]2  e  g(x)  >  0 


\ 


Resolva  as  equações,  no  conjunto  dos  números  reais: 

a)  ^  2x^3  =  5 


b)  a,x2  +  5x  +  1  +  1 


2x 


Solução 


a)  Não  há  possibilidade  de  introduzir  raízes  estranhas  ao  quadrarmos  esta 

equação,  pois: 


5  >  0,  Vx  G  IR 
\'2x  -3  =  5 
S  =  1141. 


§00 


>2 


2x  -  3 


14 


x 
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b)  Antes  de  quadrarmos  esta  equação  é  conveniente  isolarmos  a  raiz  em 

um  dos  membros.  Assim,  temos: 

Çx2  +  5x  +  1  +  1 

x2  +  5x  +  1  =  (2x  -  I ) 

3x2  -  9x  =  0 

x  =  0  não  é  solução,  pois  v02  +  5  ■  0  +  1  +  1  2-0 

x  —  3  é  solução,  pois  %32  +  5-  3+1  +  1  =  2-3. 

Para  verificar  se  x  ~  Ooujc  -  3  são  ou  não  soluções  da  equação  pro 
posta,  podemos  utilizar  o  segundo  processo,  como  segue: 

g(x)  =  2x  —  1 

g(0)  =  -1  <  0 

g(3)  =  5  >  0 


U2  +  5x  +  1  : 

X2  +  5x  4-  ] 


2x 


2x 


1 


2 


4x2  -  4x  +  1 


0  ou  x 


3 


x 


:  0  não  é  solução 

3  é  solução. 


x 


x 


314.  Resolva,  em  IR,  as  equações  irracionais: 

a)  %  3x  -  2 

b)  ç  1  -  2x  =  3 

c)  \X2  -  5x  +  13  =  3 

d)  ^2xr-7x~'  6  --  2 

e)  V.3X2  -  7x  +  4  =  2 

O  xi6 

g)  Js  +  \  3 

h)  \5x  +10 


i )  x  +  %  25  —  x 

j)  X 

k)  2 

l)  Vx2  +  x 

m)  %  9x2  +  2x  —  3  +  2  =  3x 

n)  ^4_j^2x2  —  x  +  !  =  1  -  x 

o)  \  1  ~  \ 

p)  %2x  +  -^6x2  +  1  =  x  +  1 


4 


7 


25 


1 


X“ 


\ 


2i,x  +  1  =  0 

-7  =  2  -  x 


x 


+  \X^E  4  =  5 

+  x  =  3 


: 


4 


X  -  1 


X’  -  X 


17 


4x 


0,  em  In. 


515  Resolva  a  equação  \  4x  +  5 


x 


U2  +  A'l. 


516.  Calcule  x,  sabendo  que  ele  é  dado  pela  expressão  x 


517.  J  ulgue  os  seguintes  itens . 


9  +  a 


a)  27  +  9a  +  a2  +  (3"la) 


3 


3 


1 


b)  2,333.... 


2  +  0,3  +  0,03  +  .... 


: 


3 


0  possui  duas  raízes  reais. 


2 


c)  A  equação  x  +  \X 

d)  Se  a  é  um  número  real,  então  lai 


ia  +  1 1  <  0. 


5 


e)  Se  a,  b 

a  +  b  +  c  +  d 


,  c,  d  estão  em  progressão  aritmética,  então 


2 


5 


3 
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f)  Lv 

g)  Se  a  e  b  são  números  reais  positivos,  então 


/I  (x  +  I)  (x  -  2)  <  0  para  todo  x  E  IR  tal  que  -1  <  x  <  2. 


1 


3 


b4  -  a 


bJ  +  a2  b  +  ab  +  a2. 


(b  -  \a) 


V2 


518.  Verifique  se  existem  números  reais  x  tais  que  2 

Justifique  a  resposta. 


12. 


x 


\  X 


519.  Resolva  as  equações,  no  conjunto  dos  reais: 

3%x3  +  2 


b)\X  +  2^x~l  =  0 


a)  x 


0 


Soluções 


a)  Fazendo  ^x- 


2 


3 


v  ,  temos: 
1  ou  y 


y  e  x 


y-  -  3y  +  2  =  0 

- - 

mas  y  =  \X3;  logo: 


2 


y 


5 


3 


\X 


1 


1 


1 


X 


X 


\ixi 


\4 


3 


2 


4 


X 


X 


s  =  fl,  \4}. 


b)  Fazendo  4.v  —  y  e 

2y:  +  y  —  1  =0 

Agora  calculemos  x: 


y%  temos: 

ou  y 


<x 


1 


1 


y 


2 


\X 


£  IR 


1 


1 


y 


X 


1 


1 


U 


y 


X 


2 


2 


16 


1 


S 


16 


520.  Resolva  as  equações,  em  IR: 

a) x-5%x  +  6  =  0 

b)  9x  +  12n  x  -5  =  0 

c)  6x  +  7vx  +  2  =  0 

d)  x 

e)  x 


f)  x?  +  7^xi  -8  =  0 

g)  4x  -  vx  +  2  -  0 

h)  \X  • 

i)  3íx 

j)  9$x3 


\ 


4 


6  =  0 


x 


\ 


2\X  -  2  -  0 
6^xy  +  5  -  0 


2\X  -  1  =  0 

80c3  -  1  =  0 


3 
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52 1  Resolva,  em  IR,  a  equação: 


\X:  +  3x  +  6  —  3x 


x-  +  4 


Solução 


A  equação  proposta  é  equivalente  a 

x2  +  3x  +  4  -  v  x2  +  3x  +  6  =  0 
Fazendo  ■m!'x2  +  3x  -f  6  =  y,  temos: 

2  =  0 


x2  +  3x  +  6  -  \  x2  +  3x  +  6-2 


0. 


..2 


y  =  2  ou  y 


1 


y  -  y 


vjr2  +  3.V  +6^0. 


1  não  convém,  pois  y 
=  2,  temos: 


v 


Para  y 
Nx2  +  3x  +  6 


x2  +  3x  +  6  =  2: 


x:  +  3x  +  2 


0 


2 


2  ou  x 


1 


X 


-2,  -1  . 


S 


522  Resolva  as  equações,  em  SR: 

a)  3x2  +  5x  +  4  =  2\  3x2  +  5x  +  7 

b)  x2  +  \  X2— 4x-l  =  4x  +  7 

c)  x2  —  x  +  3  =  5\X2  —  x— 3 


d)  x*  +  4n  x-  -  2x  -  6  =  2x  +  3 

e)  3x2— 4x  +  \3x2— 4x— 6 


18 


523.  Resolva,  em  IR _ ,  a  equaçao: 


I 


\ 


X 


X 


\ 


524.  Resolva,  em  IR,  a  equação: 


2x+  l  +  ^x-4  =  5 


\ 


Solução 


Antes  de  elevarmos  ao  quadrado,  devemos  transpor  uma  das  raízes  para 
o  outro  membro.  Assim,  temos: 

\2x  +  1  +  i,2x 

(v2x  +  l)2  =  (5-%2x-4)2 

10\  2x-4  =  20 

x  —  4  é  solução,  pois: 

,2  •  4~ I  +  v2  •  4  -  4  =  5 

S  =  [4], 


,j2x  +  1  =  5  —  \2x  -  4 

2x  +  í  =25-  10v2x-4  +  2x— 4 

2x-4  =  2 


5 


-r 


J  2x  -  4  =  2 


? 


4 


x 
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525.  Resolva,  em  IR,  as  equações: 

a)  v36  +  x  =  2  +  çx 

b)  i/x  +  1  +  i/x  -  1  =  1 

c)  l/x  +  1  —  vX  -  1  =  1 


d) 


x  -  9 


18  -  1 
14  =  1 


\ 


\  ' 


e)  i  x  -  2 

f)  >Jx  —  4  +  Jx  +  24 


\ 


\ 


14 


% 


526.  Resolva,  em  IR,  as  equações: 

a)  i/x  +  1 


■ 


v2x  +  1 


e)  \  x  +  1 

f)  iX 

g)  \  1  +  x  +  x:  + 


x  +  8 


\X 


V 


3  +  \  4x  +  1 


4 


1 


1 


x 


X 


v 


X 


c)  \4x  +  1 

d)  i  2x  +  2 


2 


1 


4 


X  +  X- 


% 


1  =  2 


vX 


527.  Resolva,  em  IR,  as  equações: 

a)  Çx  4“  10  £  4  3  —  4x  23 

b)  v'x  +  4  +  2%x  +  1 

c)  i/x  +  5  =  ij'4x  +  9  -  \  X 

528  Resolva,  em  IR,  a  equação: 


d)  \x 


+  ó  +  \  x  +  1 


7x  +  4 


x  -  3a 


x  Hr  20 


e)  4x 


3a  “  %x  4- 


5 


10, 


7 


x  -h  5  + 


+ 


x 


X 


X 


\ 


5 


Solução 


I 


V  x  +  5  +  1 


2  + 

x  -  2  +  \  x 

X-2  +  X-7  +  2^2-9x  +  14  = 

9x~-T_14  =  4  +  2/x2  -  5x  - 
9x  +  14  =  2  +  jx2  -  5x  -  50 
60  -  4x  =  4,,  x^~  5 x  -  50 
225  -  30x  +  x2  = 

1 1  é  solução,  pois 

ifll  — ~2  +  V 11—7  -  Jll  +  5  +  1 11 
S  =  {111. 


10 


7 


%x 


X 


X 


(a 


( x  +  5  +  %x  —  10) 


2 


: 


7) 


x  +  5  4-  X“  10  +  2’,  x--5x-50 


■ 


2 


2v  x 


2 


X 


vX2  -  5x 


5 


x 


2 


5x-  50 


275 


11 


x 


x 


529.  Resolva,  em  IR,  as  equações: 

a)  n2x  +  3  +  \3x  +  2 

b)  ix 


’ 


2x  +  5 


\ 


\ 


10 


+  6  + 


x  +  17  + 


lX 


\ 


c)  ix  -  1  + 


x  +  2 


x  +  34 


x  +  7 
v  3x  -  5 


\ 


A 


d)  \  8x 


+  1 


2x  -  2 


7x  +  4 


\ 


\ 
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530  Resolva,  em  IR,  as  equações: 


40 


a)  x  +  vX  +  16 


\ 


X'  +  16 


% 


4 


b)  'K  +  \X  +  2 


x  +  2 


\ 


12 


c)  %5  +  x  +  o 


x 


5  +  x 


\ 


4x  +  20 


4 


%x 


\ 


d) 


4  +  vX 


\X 


e)  v 


1  +  \  2x  -  2  -  2 

531  Resolva,  em  IR,  a  equação: 


x 


2 


2 


+ 


X 


1 


x  +  \  2  -  x 


2  -  X* 


X 


\ 


Solução 


v2  -  x2  e  os  da  se- 


Multiplicando  os  termos  da  primeira  fração  por  x 

gunda  por  x  +  ^2 
2(x  -  v  2 -x2) 


2 


•  x*t  temos: 

2(x  +  \2  —  x2) 


+ 


x 


2x2-2 


2 


2x 


\2 


x  +  \2  -  x 


: 


2 


X 


X 


1) 


2x  =  x(x 


+ 


X 


2 


2 


1 


1 


X 


X 


3 


x(x2  -  3)  =  0 


x  =  0  ou  x  =  ^  3  ou  x 

x  =  aJJ  ou  a'  =  -^3  não  são  soluções,  pois  devemos  ter  2  —  x2  5  0  para 

que  seja  real  a  expressão  \2  —  x2.  Somente  x  =  0  é  solução  e  isso  pode 
ser  verificado  facilmente,  substituindo  x  por  zero  na  equação  proposta. 


3x  =  0  ~ 


3 


X 


\ 


s  =  (01. 


532  Resolva,  em  IR,  as  equações: 


1 


1 


a) 


N2(xz  +  1) 


+ 


\X  -  v 


Jx  +  \X2  -  1 


2 


1 


x 


Vã 


b 


1  +  vl 


1  —  ^1 


X 


X 


X 


V  3 


3 


X  + 


X 


\ 


C) 


+ 


X 


A 


\ X  +  Jx  + 


\X  -  %  3 


3 


x 


\ 


\ 
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533.  Resolva  as  equações  abaixo,  em  IR: 


1 


1 


2 


a) 


+ 


J  3  +  x  +  %  3 


3  +  x~v3~x 


x 


% 


4 


4 


b)  J 


X 


X  +  \'x 


X 


\X 


3 


X  +  \X 


>,2x  +  x 


2 


1  +  X 


2  +  x  + 


x 


\ 


x 


C) 


1  +  x  +  i2x 


J  2  + 


2 


+  X 


x  — 


534.  Sendo  a  e  b  números  reais,  resolva  a  equação: 

A,a~x  +  çb  —  x 


a  +  b  -  2x 


\ 


535,  Sendo  a  £  IR*  ,  resolva  a  equação: 


5  a2 


2x  +  2^  a2  +  x2 


2 


^a"  +  x 


536.  Sendo  a  e  b  números  reais  não  negativos,  resolva  e  discuta  a  equação: 


+  ^b 


\'x  +  a 


53/  Sabendo  que  a  t  b  são  números  reais  e  positivos,  resolva  as  equações: 

\a  +  x  +  J 


b 


a  +  x  + 


a  “  x 


x 


\b 


\ 


a) 


c) 


5 


a  +  x 


a 


+  x  -  v>a  —  x 


a  -  x 


\ 


b 


%a  +  %x 


a 


b) 


Jb 


b 


t  -  a 


538.  Sendo  a  e  b  números  reais  não  nulos,  resolva  a  equação: 

V  a2  +  x<b 


2 


2 


+  X 


a 


x  —  a 


539.  Trabalhando  no  conjunto  dos  números  reais,  resolva  a  equação  Vv  -  1  =  a  -  x 

determinando  ao  mesmo  tempo  os  valores  de  a  para  que  a  equação  tenha  efetiva- 

mente  solução.  Encontre  a  fórmula  que  dá  a  solução  em  termos  do  parâmetro 
a  e  explique  por  que  essa  fórmula  (e  não  outra)  é  a  solução.  Faça  os  gráficos 

das  funções  y  ~  Xx  -  1  e  y  =  a  -  x  e  interprete  a  solução  da  equação  dada 
em  termos  desses  gráficos. 


J 


540  Resolva  os  sistemas  de  equações,  em  IRx  IR: 


36 


5 


x 


XV 


y 


a) 


+ 


C)  \ 


v  x  +  1,  y  =  5 
\  x  -  vy  =  2^xy 

x  +  y  =  20 


\  x 


y 


10 


x  +  y 
íx  +  y 

lx2  +  y2  +  xy 


b) 


? 


d) 


133 
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541.  Resolva  os  sistemas  de  equações,  em  IRxlR: 

3y  -  1  +  /x  +  6y  =  19 

-  3y  -  1  =  1  +  2%x  +  6y 

x  +  y  +  v'2x  +  4y  =  4  +  ç2 

%  2x  +  2y  =  2%  2  -  2 


a) 


(.3 


b) 


x  +  2y 


154.  Equação  ^.'f(x) 


g  x 


Façamos  agora  o  estudo  da  equaçao  do  tipo  %/(x)  =  g(A*). 

Vamos  mostrar  que  ao  elevarmos  esta  equação  ao  cubo  não  introduzi 
mos  raízes  estranhas,  isto  é,  obtemos  uma  equação  equivalente. 


f (x)  -  g(x) 


f(x)  =  g  (x)  3. 


De  fato,  considerando  estas  duas  equações,  temos: 


; 


l  f  (x)  =  g(x)  e  f(x)  =  [g(x)] 

K(x)  -  g(x)  =  0  (1)  e  f(x)  -  [g(x)l 


3 


OU 


3 


0  (2). 


Observemos  em  (2)  que: 

f(x)  -  [g(x)P 

Como  o  fator  (\f(x))2  +  g(x)  • 


rí  foo  -  g(x)i  •  idmy  +  g(x)  •  m)  +  (g(x))2i 


0. 


x)  +  (g(x>>2  é  sempre  positivo,  pois 


3 


\ 


g(x) 


2 


3  •  [g(x)l 


2 


3;f(x)  + 


a  f(x))2  +  g(x)  •  i  f(x)  +  (g(x))2 


+ 


2 


4 


resulta  que  o  fator  %f(x)  —  g((x))  é  nulo  e  a  equação  (2)  tem  sempre  as  mes 
mas  soluções  da  equação  (1),  isto  é,  (1)  e  (2)  são  equivalentes. 


542.  Resolva,  em  IR,  as  equações: 

a)  í'1 2x  +  1 


3 


b)  (4x2  +  9x  +  1 


x  +  1 
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Solução 


a)  ?2x  +  1 


3 


2x  +  1 


x  =  13 


(13] 


b)  í'4x2  +  9x  +  1  = 

4x2  +  9x  +  1 


4x2  +  9x  +  1 


3 


x  +  1 

=  x-  4-  3x2  +  3x  +  1 


(x  +  I) 


3 


x2  -  6x  =  0 


x 


: 


x  —  6) 


0  ou 


3  ou  x 


2 


x 


X 


E0,  3,  -2). 


S 


543.  Resolva,  em  IR,  as  equações: 

a)  %3x  -  5  =  1 

x  +  1  =  2 

c)  ^'2x  +  5 

d)  3lx2 


2 


8x  +  40  =  3 

2x  +  I 

h)  13\  -  1  -  2x  I 

i)  3  2x2  +  3x  —  1 

j)  ^'8  +  15x  -  5x2  -  3x? 

equação  2$x4  -  3$x2  -  20  =  0  no  conjunto  dos  reais. 
545  Resolva  a  equação  (x  +  49  -  3x  -  49  =  2,  para  x  real. 


x 


g)  tx  +  1 


3 


4 


1 


x 


j 


2 


7x  -  5  =  1 


e 


x  +  2 


x 


Solução 


2  +  íx-49 


a  x  +  49)3 


■?  x  +  49 


3 


3 


x— 49  =  2 


x 


x  +  49  =  8  +  12ÍX-49  +  6rèx-49)z  +  x-49 


(2  +  v  x — 49)3 


$  x-49)2  +  2  3s  x-49- 15 


6(3  x~49)2  +  123x— 49— 90 


0 


0. 


Fazendo  3x  —  49  —  y,  temos: 


u 


y2  +  2y  -  15 

í  x^-49  =  3 

49  =  -5 

(76,  -761. 


0 


y  =  3  ou  f 


49:  então: 


5,  mas  v 


49 


x 


x 


vX 


3 


49  =  (-5) 


7é 


x 


x 


{x  —  6 


546.  Resolva  a  equação  +  I 


/,  em  IR. 


547 .  Se  o  número  x  é  solução  da  equação  3x  +  9~34x~9 


3,  determine  o  valor  de  x  . 


548.  Resolva  a  equação  fx-1  +  {x  -  2 


(2x 


3,  em  IR. 
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549.  Resolva  a  equação  3|2 

550.  Resolva  a  equação  $x  +  1  +  {x 


1  -  Jx  -  1,  para  x  real. 

no  conjunto  IR, 


x 


Solução 


Para  resolvermos  esta  equação  vamos  utilizar  a  identidade 

(A  +  B)3  =  A3  +  B3  4-  3AB(A  +  B). 

Fazendo  A  =  +  1,  B  =  $x  -  1  e  A  +  B 

*1 

{ ^' 5 x) 3  =  (a/x  +  l)3  +  (3  x  —  l)3  +  3a x  +  í  -^x 

x+  1  +  x  —  1  +  3\  5x3~5x  =  5x 


' 


3 


5x,  temos: 


\ 


l-?5x 

31 5x3  -  5x 


5x?~5x  =  x3 


x 


5 


5 


% 


\ 


4x3  -  5x  =  0 


x(4x2— 5)  =  0 


x  = 0  ou  x 


-  OU  X 


2 


2 


li  _JL] 

2  ’  2  ' 


S 


0, 


551  Resolva,  em  IR,  as  equações: 


a)  a/x  +  2  +  li* 

b)  ü  +  í 


ii 


2 


llx 


\ 


i 


3 


w 


1 


\X 


c)  \1  +  +  \  1  —  Jx 


3  c 

A  O 


552  Resolva,  em  IRxlR,  o  sistema  de  equações: 


72 


x  +  y  = 

x  +  vy 


3 


6 


APENDICE  I 


155.  Inequação  irracional  é  uma  inequação  em  que  há  incógnita  sob  um  ou 

mais  radicais. 


Exem pios 

Jx  +  2  >  3,  y,X2 


•v  X  +  1  +  \ 


3  >  2. 


>  x 


+ 


Observemos  iniciaimente  que,  se  a  e  b  são  números  reais  nao  negativos 


então: 


a  >  b 


a2  >  b2 
a2  <  b2 


a  <  b 


Assim,  por  exemplo,  sao  verdadeiras  as  implicações 


2  <  5 


4  <  25 


3  >  2 


4  <  9 


2  <  3 


mas  são  falsas  as  implicações 


9  <  4 


3  < 


4  >  25 


2  > 


5 


2  >  -3  = 


4  >  9 
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156.  Teorema 


Se  f(x )  J  Oe  g(x)  ^  0  em  um  conjunto  de  valores  x  pertencentes  a 

A  C  IR,  então  são  equivalentes  as  inequações  f(x)  >  g(x)  e 

[ A*)]2  >  [g(*)]2. 


Dem  onst  ração 

Seja  Sj  o  conjunto  das  soluções  da  inequação  f(x)  >  g(x)  e  S2  o  con 
junto  das  soluções  da  inequação  [/(x)P  >  [g(x)P,  isto  é, 

(x  E  Al  f(x)  >  g(x). 


S 


s 


e 


[x  E  A  I  (f(x)P  >  [g(x)P3. 


S 


2 


Para  provarmos  que  as  inequações  f(x)  >  g(x)  e  [/(x)]  >  [g(x)]’  são 
equivalentes,  basta  provarmos  que  S, 

De  fato,  para  todo  a  de  S„  temos: 


S,. 


2 


f(a)  “  g(a)  >  0 


f(a)  >  g(a)  >  0 


a.  E  Si  C  A 


e 


f(a:)  +  g(of)  >  0 

[f(a)P-[g(a)lz>0 


[f(a)-g(a)]  •  (f(a)  +  g(a)]  >  0 

[f(«)P  >  [g(a)l 


2 


D!  E  S2. 


Acabamos  de  provar  que  S,  C  S2\  provemos  agora  que  S2  C  S 
Para  todo  a  de  S„  temos: 


i- 


2 


[f(a)P-[g(c*)P>0 


«ES 


[f(Oí)J2  >  [g(Of)] 

[  f(a)  +  g(«)l  ■  [  fia)  -  g(a)l  >  0 


2 


a  E  S2  C  A 


e 


f(a)  ^  0  e  g(a)  ^  0  = 

f(a)  >  g(of) 

Vejamos  agora  processos  para  resolvermos  alguns  tipos  de  inequações 


a  E  A 


fia1  +  g(cO  ^  0 


f(a)  -  g(a)  >  0 


a  E  St. 


irracionais. 


157.  Inequaçao  irracional  \f(x)  <  g(x) 

O  processo  para  resolvermos  esta  inequação  é: 
1?)  Estabelecemos  o  domínio  de  validade,  isto  é 

f(x)  ^  0  e  g(x)  >  0 


(D 
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2V)  Quadramos  a  inequação  proposta  e  resolvemos 


õ 


f(x)  <  g(x) 


As  condições  (I)  e  (II)  podem  ser  agrupadas  da  seguinte  forma: 

e  g(x)  >  0. 


0  sí  f(x)  <  [g(x)l 


Esquematicamente,  temos: 


f(x)  <  g(x) 


0  ^  f(x)  <  [g(x)V-  e  g(x)  >  0 


\ 


Analogamente,  podemos  estabelecer  para  a  inequação  v/(x)  ^  ?(jr): 


v  f(x)  ^  g(x) 


0  s:  f(x)  ^  íg(x)l- 


e  g(x)  ^  Ü 


Resolva,  em  IR,  as  inequações  irracionais: 

a)  vx2 


■ 


b)  X2x  +  5  ^  x  +  1 


< 


Solução 


3x  S  0 


x 


2 


0  <  x2 


3x  <  2 


3x  <  4 


\X 


e 


x2  -  3x  <4 


1 


(D 


.X 


e 


e 


2 


4  <  0 


1  <  x  <  4 


(H) 


x 


0 


3 


(D 


x 


1 


4 


x 


3 


ri 


0 


4 


(D  n  (ii) 


x 


(x  G  IR  1-1  <  x  <  0 


3  ^  x  <  4; 


S 


ou 
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158.  Inequaçao  irracional  vfíx)  >  g(x) 


O  processo  para  resolução  desta  inequação  consiste  em  duas  partes,  que 


Ir  parte 


g(x)  <  0 

pois,  sendo  g(x  <  0  e  f{x)  ^  0,  a  inequação  \f(x)  >  g(x)  está  satisfeita. 


f  ( x )  ^  0 


e 


2r  parte 

a)  Estabelecemos  o  domínio  de  validade  da  inequação,  isto  é: 

g(x)  ^  0  (I) 

b)  Quadramos  a  inequação  proposta  recaindo  em: 


f(x)  ^  0 


c 


f(x)  >  [g(x)l 


(II) 


As  condições  (I)  e  (II)  podem  ser  agrupadas  da  seguinte  forma: 

g(x)  ^  0. 


f(x)  >  [g(x)l 


e 


Esquematicamente,  temos: 


f(x)  >  0  e  g(x)  <  0 


í 


\  f(x)  >  g(x) 


ou 


f  X  >  [g(x) 


: 


e  g(x)  ^  0 


Analogamente,  para  a  inequaçao  \f(x)  ^  g(x),  temos: 


f(x)  ^  0  e  g(x)  <  0 


x)  >  g(x) 


f(x)  ^  |g(x)l 


1 


e  g(x)  ^  0 


Resolva,  em  IR,  as  inequações: 

5  >  2 


a)  \3x 


b)  \3x 


7x  +  2  > 


c)  %2x 


1  >  x 


2 
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Solução 


a)  ;3x  -  5  3*  2 


T 


3x  -  5  >  2 


x  >  3 


:x  £  IR  |  x  ^  3,. 


S 


b)  \  3x2-7x  +  2  >  -4 


7x  +  2  >0 


ou  x  >  2 


3x 


x 


3 


1 


x  £  In  |  x  < 


S 


ou  x  >  2, . 


J 


3 


í 


2x  -  1  ^  0  e  x 


2  <  0 


(D 


1  >  x  -  2 


ou 


(2x 


\ 


1 


1  >  (x  -  2) 


e  x 


(1),  temos: 


1 


1  5  0 


2x 


2 


e 


e 


x  <  2 


2  <  0 


x 


1 


2 


(III) 


x 


(IV) 


X 


1 


2 


2 


x 


1 


x  e  ir  i 


^  x  <  2 


S 


2 


Resolvendo  (II),  temos: 


2 


1 


1  <  x  <  5  (V) 


2x 


1  <  (x  ~  2) 


6x  +  5  <  0 


x 


e 


e 


e 


2  3?  0 


VI) 


2  >  0 


\>  2 


x 


1 


5 


X 


2 


(Ví) 


X 


5 


2 


(V)  n  (vi) 


X 


[x  £  IR  |  2  ^  x  <  5  } 


5 


1 


A  solução  da  inequação 


>  a 


x  e  ir 


s 


s,us 


I 
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558  Resolva  as  inequações,  no  conjunto  dos  números  reais: 

a)  i,2x  +  3  >  5 

b)  \3x  +  7  >  1 

c)  x4x 

d)  %4x 


0 


e)  \X-  —  2x  +  7  ^  3 

f)  ,4 -  ~19x 

g)  %5  +  5x 


5x2  > 


3 


2x2  >  3 


3  >  -2 


I 3x  +  7  >  2 


559.  Resolva  as  inequações,  em  IR: 

a)  \3x  -  2  >  x 

b)  V6 

c)  v2x  +  3  ^  1  —  x 

d)  \6x2  +  x  —  1  >  2x  +  1 

6x  +  5  >  x  -  2 


f)  Nx2  +  4x  -  4  ^  2x 

g)  \7x 

h)  \4x-  —  5x  +  2  5*  x 

i)  \2 

j)  \ 2  +  3x 


2 


1  >  x  +  2 


X  >  X 


2 


4 


+  X  -  X4  >  X 


e)  % 


: 


2x-  >  x  -  2 


x 


5 60  Resolva,  em  IR,  a  inequação: 


n3 


x 


<  2 


x 


Solução 


Para  resolvermos  esta  inequação,  devemos  multiplicar  ambos  os  membros 
por  x,  não  esquecendo  que,  dependendo  do  sinal  de  .v,  o  sentido  da  desi¬ 
gualdade  será  mantido  ou  invertido. 

1?  possibilidade:  x  >  0  (1) 


3 


x 


3  —  x  á  2x 


\ 


0  <  3 


x  <  4x 


\ 


x 


3-xà0 


3  -  x  >  0 


x  <  3 


II) 


e 


e 


e 


3 


4x2  +  x-3ã0 


3  -  x  <  4x2 


X  <  — 1  OU  X  > 


(III) 


4 


o 


(D 


X 


3 


li) 


x 


3 


1 


4 


(III) 


x 


3 


3 


4 


d)  n  (ii)  n  (ui) 


X 


3 


x  e  ir  i 


s 


^  X  ^  3  L 


! 


4 
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2a.  possibilidade:  x  <  0 


(IV) 


3 


x 


Qx  <  0) 


■x  3  -  x  >  2x 


\ 


3  -  x  5  0 


(V) 


x  $3 


x 


0 


(IV) 


X 


3 


(V) 


X 


O 


(IV)  n  (V) 


x 


[x  6  IR  |  x  <  Oj. 

A  solução  da  inequação  proposta  é  dada  por: 


S 


3 


X  e  IR  I  x  <  0 


S  =  S,  U  S; 


í  í  3  . 


ou 


4 


561  Resolva  as  inequações,  em  IR: 

v 5x  +  3 


x  +  2 


% 


a) 


<  \  2 


c) 


>  1 


\ 


x 


x*  +  7x 


24 


2x  —  x 


6 


d)  — 


b) 


<  1 


2?  1 


x 


X 


159.  Inequação  irracional  %f(x)  >  ^g(x) 

O  processo  de  resolução  desta  inequação  é: 

l)1)  Estabelecemos  o  domínio  de  validade  da  inequação,  isto  c, 

f(x)  ^  0 


g(x)  ^  0 


(D 


e 


2?)  Quadramos  a  inequação  proposta  recaindo  em 

f(x)  >  g(x)  (II) 

As  condições  (I)  e  (II)  podem  ser  agrupadas  da  seguinte  forma 

f(x)  >  g(x)  ^  0. 


Esquematicamente,  temos: 


%f(x)  >  %g(x) 


f(x)  >  g ( x )  ^  0 
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De  modo  análogo,  para  a  inequação 

f(x)  ^  \g(x),  temos: 


Jf(x)  ^  JgCx) 


f(x)  >  g(x)  ^  0 


362.  Resolva,  em  IR,  a  inequação; 


”• 


1  >  xX2 


4x  +  3 


2x 


x 


\ 


Solução 


i  > . 

x  —  1  >  x2  -  4x  +  3 


T 


1  >  X2 

x2  +  3x 


4x  +  3 


2\“ 


X“  — X 


X 


‘y 


( 


( 


4  >  0 


2.x 


e 


c 


x2  -  4x  +  3  ^  0 


■» 


4x  +  3  ^  0 


( 


4  ou  x  >  1 


X  < 


e 


x  ^  1  ou  x  ^  3 


4 


1 


(D 


x 


3 


1 


(II) 


x 


3 


4 


(D  n  (ii) 


X 


IR  I  x  <  “4  ou 


x  ^  3}. 


S 


em  tR 


563.  Resolva  as  inequações 

a)  \3x 


f 


e)  \  2x-  -  10x  +  8  >  \X 

'  .  1 

X“  +  5x~6  <  %4x2  +  12x  +  1 1 

g)  V2  -  3x  —  x2  >  %x:  —  5x  +  4 

h)  N  x2  -  2x  +  2  <  \  2x:  —  x  +  4 


2  ã  \  2x 


3 


6x  +  7 


-f 


2x  +  7 


0 


b)  s5 


% 


\ 


7 


3  ^  \  8x  +  1 


e)  \  2x 


5x 


' 


7 


d)  %x2 


7x  +  17  >  \8  4-  2x 


x 
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564  Resolva,  no  conjunto  dos  reais,  as  inequações: 

x  >  n2 


c)  \  l 

d)  \X  +  8  < 


5  +  x 


a)  \  4 


x 


\ 


b)  ^ 


3  +  X 


4  +  x  <  0 


x  +  2 


\ 


\ 


\ 


565.  Resolva,  em  IR,  a  inequação: 


x  +  l  <:  2  f 


4 


x 


\ 


Solução 


Estabelecemos  inicialmente  o  domínio  de  validade  da  inequação 


fx  +  1  3*  0 


x  3?  4  (I) 


e 


4  £  Ü 


x 


Notemos  que,  para  os  valores  de  .v  satisfazendo  (I),  ambos  os  membros  da 
inequação  proposta  são  positivos,  então  podemos  quadrá-la  sem  preocu¬ 
pações. 

x  +  1  <  2  +  % x-4 


x  -I-  1  <  4  +  x-4  -b  4%X“4 


1  <  4^  x  -  4 


% 


65 


1 


(II) 


4  > 


x  -  4  > 


x  > 


\X 


16 


16 


4 


A  solução  da  inequação  proposta  é: 


4 


(1) 


X 


65 


16 


oi) 


x 


65 


16 


(D  n  (ii)  - 

íx  £  IR  I  x  >  441. 


X 


s 


16  J 


t 


566.  Resolva  as  inequações,  para  ,v  real: 


1 


a)  vx  +  5  <  1  +  \  X  -  2 


c)  \  3 


x  +  1  > 


X 


A 


d)  \X"  +  3x  +  2<C  1  + 


x2-x  +  1 


b)  vX-  1 


4  <  3 


V 


567  Resolva,  em  IR,  a  inequação: 

x  4  1  >  %2x 


x  +  6 


5 


\ 


% 


568,  Resolva,  em  [R,  a  inequação: 

x  4-  2  ■,  x 


10x  +  9  > 


IOx  +  9 


X  +  \  X 


\ 
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y 


y 


y 


* 


+ 


7 


3 


4 


7  t  21  (F) 


■> 


a)  3 


+  9  *  m  +  3) 


d)  ( vm)  (\  m 


7) 


5 


x) 


c)  3  •  2  +  1  <  4  (F) 

d)  5  ■  7 


x) 


g) 


3 


7 


I 


1 


(F) 


a~  —  a 


> 


2 


Lt 


2 


a 


f)  J2  £  1  (V) 
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c  e  d)  Define  função  de  A  em  B,  pois  todo  ele¬ 
mento  de  A  está  associado  a  um  único  ele¬ 
mento  de  B. 


4  Somente  d),  pois  o  conjunto  de  partida  é 

\0,  / j  2 1  e  o  conjunto  de  chegada  é 


A 


H,  o ,  /.  21 


B 


144,  a)  É  função, 

b)  Não  é  função  de  IR  em  R,  pois  qualquer  re¬ 
ta  vertical  conduzida  pelos  pontos  (jr,  0 ), 
com  x  >  0,  encontra  o  gráfico  da  relação 


c)  Não  c  função  de  R  em  lRt  pois  qualquer  re¬ 
ta  vertical  conduzida  pelos  pomos  (x,  0 ), 

/  <  x  <  It  não  encontra  o  gráfico 


com 
da  relação. 


d) 


d)  É  função. 

e)  É  função. 

f )  Nào  é  função  de  lR  em  R,  pois  a  reta  verti¬ 
cal  conduzida  pelo  pomo  (3,  0 )  encontra  o 
gráfico  da  relação  em  mais  que  dess  pontos 

e  as  retas  verticais  conduzidas  pelos  pomos 
(à%  0),  com  x  ^  3,  não  encontram  o  gráfico 
da  relação. 
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c)  h:  lR  -*  IR 
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b)  g:  íR 
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1 
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2 
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1 
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d)  f 


14:  a)  Não  define  função  de  A  em  B ,  pois  o  ele¬ 
mento  2  G  A  não  está  associado  a  nenhum 
elemento  de  B , 


3 


9 


e)  fU3) 


7-3,3 

4  +  , 2 


f)  f(l 


2) 


b)  Não  define  função  de  A  em  By  pois  o  ele¬ 
mento  /  G  A  está  associado  a  dois  elemen- 
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los  de  B . 


m  f(2) 
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1 64.  Todas  sao  iguais,  pois  sâo  todas  funções  de  lR 

em  R  e  associam  cada  número  real  ao  seu  cubo. 


152,  x  =  -4 


*  •  *  r — 5 

165.  Não  são  iguais,  pois  para  x  <  0  temos  >  x  ^  x , 


153.  x  =  2  ou  x  =  3 


1 66  Somente  serão  iguais  se  forem  funções  de  A  em 
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b)  D(g) 
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IR  I  X  ^  1J 


IR 


d)  D(p)  =  íx 

e)  D(q) 

f )  D(r)  =  (x  S  ÍR  I  x  >  -2  e  x  *  2] 


x  >  -1) 


ix  e  ir 


g)  D(s)  IR 
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f)  crescente 


a)  S 


d 


a)  y 


c)  y 


5 


1 


X 


198, 


2 


I  -  3x 


b)  y 


d)  y  -  2 


2 


2 


2 


23  brancas;  16  pretas 


f(3) 


L 


4 


3 


181* 


2 


y 


3 


3 


1 


x 


182, 


y 


2  2 


1 


3 


!  83. 


X  +  4 


y 


2 


a)  f(x) 


0  «  x 


3  ou  x 


2 


5  oti  x 


6 


OU  x 


X 


184, 


3 


f{x)  >  0  »  x  < 
f(x>  <  0 


5  ou  ”3  <  x  <  2  ou  x  >  6 


y 


3 


3  ou  2  <  x  <  6 


5  <  x  < 


2x 


1 


x 


0  «  x 


=  ~3  ou  x  - 
3  <  x  <  — I 


1  OU  X 


3 


185* 


+ 


c)  y 


y 


3 


3 


3  3 


g(x)  >  0 

g(x)  <0«x<“3otix> 


X 


1  e  x  #  3 


b)  y 


+  4 


d)  y 


2x  +  3 


2 


O  h(x) 


2 


20  litros 


h(x)  >  0 


«  x  #  -2 


284 


RESPOSTAS  DOS  EXERCÍCIOS 


g) 


3 


2 


2 


x 


3 


2>.  +  3 


0  + 


v 


x 


4 


0 


Y 


3 


- 


? 


3 


x 


3x  -T  3 


+  0 


V 


h) 


o 


<0 


4 


+  o 


x 


V 


v  -  ^ 


H  0 


x 


202  x  <  3 


d) 


4 


:o3,  x  > 


5 


3 


i 


1 


R 


-iM  a)  x  ^ 


b}  x  > 


c)  vx 


y  =  5  +  * 


o  + 


5 


: 


a)  x  >  2 


205. 


c)  3  x  E  IR 

d)  x  <  -2 


e) 


6 


e)  x  ^  3 


X 


'x  G  R 


a)  s 


x  >  -4j 
lx  GR  x  ^  — 10, 


X 


3 


+  0 


V 


2 


b)  S 


í 


3 


c)  S 


x  e  r 


X  3 


l 


4  J 


[x  G  R  x  £  3  ; 


208,  a)  S 


9 


{x  G  R  x  >  -3j 


b)  S 


2 


[x  G  R  |  x  >7 
{x  G  R  x  <  0 


c)  S 


K 


3 


X 


0 


d)  S 


- 


v 


3  2 


e)  S  =  0 


. 


f)  S 


IR 


7,9  ou  mais 


285 


287 


J 


288 


p 


* 


289 


DOS  EXERCÍCIOS 


2R2.  0  <  c  <  b  <  a 


285,  a  =  2 


a  >  0  f(x)  >  0,  V  x  E  R 


1 Mi'  A  <  0  e 


2 


2KÒ.  g(x) 


2x  +  6 


a  <  0  ^  f(x)  <  0,  v  x  E  IR 


x 


v 


íx  E  IR  ,  x  <  1  ou  x  >  2j 


294,  a)  S 


íx  E  IR 


b)  S 


2  <  x  <  3) 


1  ’ 


c)  S 


I  x  < 


3  ou  x 


3 


6 


5 


x  E  IR 


d)  S 


i 


2 


i 


3 


3 


v 


1 


e)  S 


i 


4 


2 


i 


I 


f)  S  =  IR 


2 


2 


O 


1 


x 


g)  S  =  IR 


r  3 


h)  S 


_ 


f  íx) 


i)  S  -  IR 


J)  s 


IR 


287.  A  =  9 


0 


D  S  =  0 


2 


288.  a)  x 


3  >  0  &  x  < 


1  ou  x  >  3 


x2  -  2x 


3 


0  &  x 


3 


i  OU  X 


295  para  todo  x  real 


: 


3  <  0 


I  <  x  <  3 


x 


1 


b)  4x2 


10x  +  4  >  0  x  < 


ou  x  >  2 


2 


1 


2 


4x  -  lGx  +  4  =  0  <=>  X 


ou  x  =  2 


297 .  [x  G  IR  0  ^  x  í 


1 


4x“ 


10x  +  4  <  0 


<  x  <  2 


2 


1 


1 


1 


2 


C)  ~ X  + 


>  0  ** 


x  + 


<  X  <  l 


2 


2 


2 


299.  jx  E  IR 


2  ou  x  >  2' 


x  ^ 


1 


1 


1 


xx  + 


X  + 


1 


»  X 


2 


2 


2 


3 


1 


x  E  IR 


301.  a)  S 


<  x  < 


1 


1 


1 


2 


2 


2 


<  0  <=>  x  < 


X  + 


X  T 


2 


2 


2 


I 


0  <  x  < 


d)  -3x  +  6x 


3 


0  **  x 


1 


2 


2 


3x 


3  <  0  x  ^  1 


3 


b)  S 


x  E  IR 


]  í  x  <; 


ou 


9 


3 


2 


2 


e)  -  3x  + 


>  0  o  x  # 


4 


2 


5 


3 


2 


3x  + 


2 


x 


4 


2 


c)  S  =  [x  E  IR  —2  <  x  <  3  e  x  #  l  í 

*  -3  ou  1  <  x  <  21 
1  <  x  <  1  ou  x  >  2) 


2 


4x  +  2  >  0,  ¥  x  E  IR 


f)  3x 


[x  E  R  x 


d)  S 


g)  -X2  +  X 


1  <  0,  V  x  E  IR 


[x  E  IR 


e)  S 


1 


3 


h) 


<  0,  V  x  E  IR 


x 


X 


f)  S  =  [x  €  IR  i  X  <  3j 


2 


2 


291 


331. 


m  <  -1 


333. 


334 


31* 


♦ 


344, 


- 


352. 


w 


3 


■ 


1  ■ 


■■  • 


■ 


294 


RESPOSTAS  DOS  EXERCÍCIOS 


c)  sim 


e)  sim 
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Capítulo  X 


422  a)  (f  -  g)  (x) 


<6  =  0  (x) 


5  +  2x 


b)  (f  =  g)  (—2) 


18.  g  :  f)  (-2) 


3 


C)  X 


2  ou  x 


2 


4 


6x2  +  6 


423  (fOg)W 


4 


(gtf)  M 


8xJ  +  18x 


x 


4:4  (f  =  g)  (X) 


2,  (g  o  f )  (O 


5 


: 


425.  a)  (f Og)  (x) 


6x  +  11 


2 


b)  (gOf)tK) 

0  (f  O  f  )  (X) 


1 


: 


4 


x"  +  4x"  +  6 


d)  (gog)  (x) 


6 


x 


2 


j 


41ti.  f(-X) 


3x 


2x 


] 


x 


1 


1 


3 


2 


f 


r  + 


I 


* 


X" 


x 


X 


X 


1 


6x:  +  llx  -  7 


f(x-  1) 


X 
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427  a  -  1 


453.  7 


I 


454.  a)  k 


1;  t  =  3 


431.  a)  D(fog) 


x  ^ 


ou  x  ^2 


2 


1 


b)  x  6  R  x  ^ 


ou  x  >3 


b)  D(gof)  =  Jx  G  IR  j  x  >  1] 


2 


I 


432.  a)  D(fOg)  =  |R 


I 


4x‘  4  4x  se  x  £ 


2 


2 


4-  <fOg)(x) 


2x4  4 


(fOg)  (x) 


l 


4x  +  3  se  x  < 


2x  4  1 


2 


2 


b)  D(g  Qf)  =  IR  -  [2] 

5x  ~  4 


2x‘  -  8x  4  9  se  x  >  2 
4x  -  3  se  x  <  2 


(80  f)  (x) 


(gOf)  (x)  ■ 

433 .  [(bog)ofj  (x) 

■04.  [h  0  (g  0  f )]  (x)  =  2xJ  -  2x  +  7 


2 


N 


2 


9x 


12x  4  6  se  x  ^  1 


12  x*  4  12x  4  2 


1 


1 


<  x  <  1 


se 


45"  <fOg)(x) 


3x 


3 


1 


9x:  4  12x  se  x  4 


5  7T 


4 


3 


435  0 


+  k  7T,  0 


4  k-7T  ou 


12 


12 


-3x2  -4  se  x  <  -1 
2x  “  7 


7tt 


e 


4  Rj7 


12 


se  -1  ^  x  <  1 


(gOf)  (x) 


2 


x 


m  4  4 


z 


4  '■  a 


(a,  3a  -  3),  va  G  IR 


3x 


10  se  x  ^  1 


m  +  2 


43 fl  at  c,  e:  /íi/joj;  b,  d,  f:  v erd adeir os 


4x  4  1  se  x  >  2 

1  -  4xl  se  — 1  ^  x  ^  1 

xJ  4  x:  se  x  <  -1  ou  1  <  x  ^  2 


45*  (f  g)(x) 


439  f(g(x))  -  3 


440.  (fo[fOf  )  (x) 


\ 


5 


4x  -  2  se  x  > 


4 


44 h  í(hof)Og)  (2)  -  5 


5 


(g  f)(x) 


16x"  4  24x 


8  se  0  <  x  ^ 


1 


4 


442  x 


x2  —  3x  4  3  se  x  <  0 


2 


443  d(a  -  1)  “  b(c  -  1) 


x  +  3x  -  I  se  x  >  — 1 
2x  4  9  se  x  <  “1 


459,  f  (x) 


2 


2x  -  4 


x 


g(x) 


2 


4*0, 


a)  injetora 

b)  sobrejetora 

d)  bijetora 

e)  não  é  injetora  nem  sobrejetora 

a)  injetora 

b)  bijetora 

c)  sobrejetora 

d)  não  é  injetora  nem  sobrejetora 


x2  +  2x  -  1 


UI  f(x) 


2 


2.x  +  4 


-  f(x) 


para  x  =£  I 


4*1. 


x  -  1 


1 


449  a  “  1;  b 


2 


450.  b  =  -3 


4*2.  a)  III 

b)  IV 

4*3.  b  =  2 


e)  II  g)  III 

f)  III  h)  II 


c)  II 


d)  I 


1 


451  D 


x  e  r 


x  ± 


m 


2 


12 


3 


452,  f 


7 


4*4 


a 


15 


4 


307 


RESPOSTAS  DOS  EXERCÍCIOS 


485  8 


3 


x 


4*  a)  rl  (x) 


2 


3x  -  1 


b)  II 


f)  II 


b)  g~  (x) 


4 


sobre  jer  ora 


(x)  = 


1 


c)  h 


2 


■X 


i  +  ? 


d)  P  '  <X) 


-  a,  b.  e,  f:  falsas;  e,  cl.  g:  vm/fu/e/r&s 


2 


x 


i 


3 


e)  q"1  (x) 


2 


x 


bn  d.  h:  JÈi/ras;  a,  c,  e,  f.  g:  verdadeiras 


f)  r”'(x)  =  (x  +  I) 


3 


a ,  c :  fa Isa.s ;  b ,  d  t  e ,  f:  xe rdadc  i  ms 


3 


g)  S  1  (X)  =  31 


X 


cL  e.  d:/íí/mv:  h,  e;  v e rr/üí/tv rtíx 


■  s  7  r1  (2)  -  o 

4KX,  r1  (x)  =  h.  -  1 


fx  e  ir 


1  <  X  Í  l 


a)  D 


f 


[y  G  B  I  0  <  y  <  lj 


b)  Im 


r 


Não,  pois  /  não  é  mjetora,  por  exemplo: 
/(-/)  =  /(/)  =  i;  portanto /não  é  bijetora 


c)  Não,  porque,  por  exemplo, 


33 


1 


I 


r 


r 


a,  c,  e:  falsas;  b,  d:  verdadeiras 


2  ' 


2 


2 


]R 


4  ;:  f”1  :  IR  . 


d) 


+ 


f  (X) 


V 


a 


i 


i  . 


:  IR- 


A 


] 


i 


1 


3  3 


I 


i 


2 


t 


l 


:  IR, 


c)  f 


A 


i 


j 


i 


2  -  V 


r1  (x)  s 

d)  rl  :  FL 


I 


X 


1 


1 


1 


X 


1 


2 


2 


1 


v-x 


a,  b,  d :  faísas;  c,  e:  verdadeiras 


1  . 


IR- 


e)  f 


:  B 


As  funções  1A  e  1B  são  iguais  se,  e  somente  se 


L 


] 


A 


-iT  ■ 


] 


f)  f 


:  B 


IR 


+ 


479.  m  í;  nf  m  ^  n,  m 


n 


.4 


x 


480. 


\  . 


g)  f 


IR- 


:  B 


x  +  1 


6 


\ 


493 


482. 


v 


1 


I 


/ 


2 


/ 


i 


7 


I 


I 


sr 


x 


I 


2 


/ 


1 


i  n  jet Ü ra 


sobrejctorü 


g  -  /não  é  injetora  nem  sobrejetora. 


a  t  d ,  e :  falsas;  b ,  c ;  verdadeiras 
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b,  f;  nao;  a,  c,  d,  e:  sim 


504, 


a) 


3 


X 


se  x  ^  7 


! 


a)  f  1  :  R  —  [1  ] 

f  1  (x) 


IR  -  [3  ] 


2 


r'  (x) 


X  -  1 


se  x  <  7 


3 


1 


x 


b)  f”1  :  R  -  [2] 

r1  (*) 


fi-  -i 


b) 


5 


A 


se  x  ^  8 


3  -  x 


3 


! 


2 


x 


4 


x 


se  x  >  8 


4 


c)  f 


f  A  (X) 


C) 


X  +  ] 


vx  se  x  ^  0 


r*  (x) 


5 


X 


1  :  R 


d)  í 


IR 


se  x  < 


2 


3 


x  +  2 


d) 


5 


í  x  +  2  se  x  <  -3 

sc  x  ^  — 3 


r1  (x) 


1 


1  . 


:  IR  -  (4 j 


IR* 


e)  f 


x 


4 


n  (x) 


x  -  4 


e) 


x‘  +  3  se  x  >  0 


i 


;  IR  -  [3j 


f)  f 


f  1  « 


3 


3 


>x  se  x  <  0 


f  1  M 


3 


X 


n 


■ 


2  +  \  x 


3  se  x  ^  3 


49T  (f  Cg-')  (0) 


8 


x  +  1 


r1  (x) 


3  <  x  <  3 


se 


2 


498.  a 


1 


f 


3  se  x  ^  -3 


1 


x 


;«0  É  o  <17,  pois/-'  („'/7) 


J7  isto  é, 


Não,  pois/  não  é  ínjetora,  por  exemplo: 
f(~2)  -  /(/J  “  5,  portanto /não  é  bijetora. 


/(j) 


! 


a)  f 


:  B 


A 


1  +  \  X  +  1 


f  W 


506. 


5  se  x  >  7 


\ 


i 


:  B 


A 


x  +  3 


8  ^  x  <  7 


se 


1  +  V 


r1  (x) 


5 


f  (X) 

c)  r1  :  B 


1 


X 


x  +  5 


*  se  x  <  -8 


►  A 


3 


: 


X  +  1 


37 


d)  f~l  :  B 


A 


a) 


f  1  (X) 


2 


■ 


í  * 


e)  f 


:  B 


X 


f)  r1  :  B 

f  1  (x> 


A 


■ 


■ 


' 


i 


■ 


l 


V' 


\  J 


■ 


g)  rl :  B 


A 


5  4-  Jsx  +  9 


f  (x) 


4 
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f 
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7 


e)  S 


0, 


3 


77} 


g)  S  =  [13] 

h)  S  =  [3] 

i)  S  =  [3,  4] 


4] 


k)  S  =  [O] 

D  S  =  ilj 


tn)  S 


L 


n)  S 


0, 


4  J 


510,  a)  (gof)  :  |R 


x  +  2 


5 


o)  S 


4 


10,  21 


P)  s 


b)  (gof) 


:  R 


R 


515.  S  -  [5] 


x  -  3 


(gof)  1  (x) 


3 


2 


516.  x  =  2 


C)  gof) 


:  C 


R* 


517.  c*  dT  f,  g:  fctteos;  a,  b,  e:  verdadeiros 


(g°fP  M 


4 


s 


■s 


518.  S 


d)  (gOf)^1  :  Rt 

(g  o  f ) " 1  (X)  s 


A 


0 


3  +  Jx 


Í4,  9: 


520.  a)  S 


2 


1 


b)  S 


i  . 


e)  <gOf) 


:  C 


A 


9 


(gof)'1  (X)  =  i/  X2  -  3 


0 


[4+2.3] 

[1,  Í25) 


d)  S 


51 1  Não,  pois  g  não  é  injetora,  por  exemplo: 

0;  portanto  gof  não  é  bi 


e)  S 


ti-n 


jetora. 


f)  s  =  [1] 

g)  S  =  [16) 

h)  S  =  [81} 


i 


512.  ho(gof)! 


:  B 


A 


2  -  Jx  +1 


[ho(gOf)j 


W 


1 


i)  S 


1. 


4 


16 


j)  s 


522.  a)  S 


2 


I 


3 


b)  S  =  5,  -1 


r. 


1  +  .29  i 


514.  a)  S  =  6j 


c)  S 


4, 


3 


2 


2 


[-41 


b)  S 


d)  S 


0 


c)  S  =  [lí  4] 


5 


3, 


7  +  V  33  7 


,33 


d)  S 


5  J 


4 


4 


10,  1,  4] 


523.  S 
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525. 


64 


d)  S  =  34 


2a2b  ] 

2  +  b2  j 


c)  b  >  a 


S 


177 


i! 


b)  S 


e)  S 


0 


4 


b2) 


5) 


S 


u 


a 


c)  S 


f)  s  =  :;4o; 


4 


(2a  +  1) 


4a  -  3 


3 


a)  S 


10.  4; 


d)  S  =  \U  17( 


'i 


539  a  5 


;  x 


porque  a 


4 


b)  S 


interseção  se  dá 


c)  S  =  [2,  61 


f)  S 


0 


4 


4 


g)  s 


5 


5 


16; 


527.  a)  s 


d)  S 


L.1 


I 


e)  S 


n 


c)  S 


520.  a)  S  =  3 


V  - 


b)  S 


d)  S 


: 


530.  a)  S 


d)  S  =  4j 


b)  S 


e)  S  =  3! 


3 


540  a)  S 


1(9,  4).  (4,  9)| 


c>  S 


3,  4; 


(10 


4  ^6 : 


+  4  ^6t  10 


c)  S 


532.  a)  S  =  [lí 


c)  S 


1(9,  4),  (4,  9)| 


d}  S 


1 


b)  S 


4 


9  41 


a)  S 


54  3 . 


i4f  2) 


( 


12  ■'} 


”1 


533 .  a)  S 


c)  s  =  Í0! 


25 


b)  K  4,  6)í 


b>  S 


9 


543,  a)  S  -  121 


53  4* 


a  ^  b 


S  =  :af 


7 


a  >  b 


Ibl 


b)  S 


4 


3a 


4 


[4,  -3i 


d)  S 


2 


536» 


e)  S 


•  3 


b 


0 


S  =  IR* 


3 


3 


f  íã  -  b):  ) 


n  s 


4  +  v3f4 


3 


a  >  b  >  0 


S 


(  4b  1 


0 


g)  S 


a  <  b  ou  b 


0 


S  =  0 


3  +  >  3  3 


\ 


h>  S 


"  I 


4 


4 


2a  ^b 


3 


537,  a)  b  ^  I 


S 


i)  s 


0, 


b  +  1 


4  '  2 


h)  a  =  b 


s 


!x  E  fR .  |  x  >  a 


1 


j)  S 


0T 


3 


Ja  +  b[ 


a  b 


S 


4 
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3 


3  -  v5 


x  E  IR  I  x  > 


563,  a)  S 


b)  S 


x£RÍ 


2 


2 


2 


;x  E  R 


I  ^  x  £  lj 


c)  S 


x  £  IR 


<  x  <  5 


3 


xGR  x  >  1! 


d)  S 


13  +  v  20 1 


X  E  IR  !  3  ^  X  ^ 


c)  S 


,  x  E  IR  X  >  1 2  [ 


566.  a)  S 


4 


x  E  R  x  ^  4) 


3 


d)  S 


x  E  SR 


2  ^  x  ^ 


ou 


2 


J  3  1 


x  E  íR  I 


I  <  x  <  I 


S 


d)  S 


x  E  IR 


e)  $  =  [x 


x  <  2  -  ^3  ou 


x  £ 


IR 


ou 


x  £  3  +  v  2] 
Sx  6  IR 


J  + 


3 


I  <  x  < 


6  J 


2  <  x  ^  3j 


f)  S 


g)  S 


0 


5 


x  E  IR 


56  C  S 


<  x  <  3 


IR 


2 


5  +  >  13 


45 


x  E  R  , 


x  E  IR 


564.  a)  S 


56*.  S 


<  x  <  1  ou  x  ^  9 


<  x  <  I 


2 


4 


Noções  de  lógica 


(LLF.GO-84)  A  negação  de  x  ~~  è: 

b)  x  ^  -2 


d)  x  <  2 


e)  x  ^  2 


e)  x  < 


a)  x  ^ 


(FUVE-ST-80)  Cada  um  dos  cartões  abaixo  tem  de  um  lado  um  número  e  do  outro  lado  uma  letra 


H 


3 


A 


Alguém  afirmou  que  todos  os  cartões  que  tem  uma  vogal  numa  face  têm  um  número  par  na  outra.  Para 
verificar  se  iaí  afirmação  è  verdadeira: 

a)  é  necessário  virar  iodos  os  cartões* 

b)  é  suficiente  virar  os  dois  primeiros  cartões, 
e)  é  suficiente  virar  os  dois  últimos  cartões. 

d)  è  suficiente  virar  os  dois  cartões  do  meio. 

e)  c  suficiente  virar  o  primeiro  e  o  último  cartão. 


(PUC-R5-82)  Sejam  p  e  q  duas  proposições*  A  negação  de  p  a  q  equivale  a: 
a)  -  p  v  -  q 

p  a  ^  q 

P  v  q 


d) 


p  a  q 


b) 


e)  p  a 


c) 


j  (PUC-SP-85)  A  negação  da  proposição  x  E  (A  U  B)  é: 

a)  x  £  (A  n  B). 

b)  x  €  A  ou  x  £ 

c) xí  AexE  B 


A  ou  x 
e]  x  Ç  A  e  x  Ç  B 


B 


x 


H 
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r  (VUNESP-85)  A  negação  de 

a)  existe  um  real  x  tal  que  x  ^  y  para  todo  real  y , 
b}  não  existe  um  real  x  tal  que  x  ^  y  para  todo  real  y. 

c)  existe  um  real  x  tal  que  y  ^  x  para  todo  real  y, 

d)  não  existe  um  real  x  tal  que  v  <  x  para  todo  real  y . 

e)  para  todos  reais  x>  yt  com  x  <  yt  existe  um  real  z  com  x  <  z  <  y. 


4  4 


para  todo  real  x  existe  um  real  y  tal  que  v  <  x”  è  equivalente  a: 


(U.F.BA-81)  A  proposição 

a)  p  e  q  sao  verdadeiras  e  r ,  falsa. 

b)  p  e  q  são  falsas  e  rt  verdadeira. 

c)  per  são  fabas  e  q ,  verdadeira. 

d)  p p  q  e  r  são  verdadeiras. 

e)  pt  q  e  r  sào  falsas. 


g  a  fé  verdadeira,  se: 


P  v  q 


(PUC-RS-80!  A  sentença  (3  x  x 

a)  3  x  j  x 

b)  3  x  x 

c)  3  x  x 


b  )  è  a  negação  de: 

d)  v  xs  x 

e)  v  x,  x 


ij 


b 


a  t  b 
a  >  b 

a  <  b 


a 


a  #  b 


(U.F.RS-84)  A  negação  da  proposição  “Para  todo  v,  existe  um  x  tal  que  v 

a)  Para  todo  y ,  existe  um  x  tal  que  y 

b)  Para  todo  y  t  para  todo  xt  y 

c)  Existe  um  y  e  existe  um  x  tal  que  y 

d)  Existe  um  y  tal  que,  para  todo  xt  y 

e)  Existe  um  y  tal  que,  para  todo  a\  y  gt  sen (x) . 


sen  fxj  ”  é : 


sen(x). 


sen  fxj . 


sen  fx) . 
sen  fx; . 


(LLF.RS-82)  A  negação  da  proposição  (V  x  E  IR)  {3  y  E  R)  xy  =  /  è: 

a)  (3  x  E  IR)  (v  y  €  R)  [xy  -  1} 

b)  (V  x  E  IR)  (3  y  E  IR)  [xy  #  l  j 

c)  (3  x  E  IR)  (v  y  E  IR)  [xy  ^  l  j 


d)  x  E  IR)  (v  y  E  R)  jxy  #  1 

e)  (3  x  E  iR}  (3  y  E  R)  xy  #  i; 


Conjuntos 


(CESGRANR 10-82)  Sejam  .V/,  N  e  P  conjuntos.  Se  M  ü  N 
M  U.VU  Pé: 

a)  0 

b)  [1,  3j 

c)  [1.  3,  4] 

(U.MACK.-80)  Dados  os  conjuntos  A,  B  e  C,  não  vazios,  sabe-se  que  A  C  3;  então  sempre  se  tem: 

a)  A  0  C 

b)  A  D  B 

c)  B  n  C 


2,3,5  \  e  M  U  P 


1,3,4  ,  então 


d)  fl,  2,  3,  5) 

e)  II,  2.  3,  4,  íj 


0 


<1)  A  n  B  C  C 

e)  A  Pi  C  C  B 


0 


0 


(PUC-MG-92)  Sendo  ã  ei  dois  conjuntos  quaisquer,  assinale  a  alternativa  verdadeira: 

d) AUB  =  B  =  A=  Z 

e) ADB=0=»AUB  =  0 


a)  (A  -  B)  c  B 

b)  (A  -  B)  C  A  U  B 

C)  A  #  B 


a  <L  B 
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(VUNESP  84)  Suponhamos  que: 

A  U  B  =  jaT  bP  c,  d,  e,  f,  g,  hj 
A  O  B  =  Jd,  ej 
A  -  B  -  [a,  b,  cj 

Emão; 


[U  g.  bj 

íá,  e,  f,  g,  hj 

|a,  b,  c,  d,  e- 


d)  B  =  [d,  e 

e)  B  =  0 


a)  B 


b)  B 


c)  B 


(U.F.RN-84)  Se  A,  B  e  C  são  conjuntos  tais  que  C  -  (A  U  B) 
C  é  igual  a: 

a)  {4.  51 

b)  16.  7] 

c)  14»  5,  6} 


,í5,  7'  e  C  H  {.4  U  ií) 


\4,  5\,  então 


d)  [5*  6,  7; 
c)  4»  5,  6,  7] 


<U.F,VIÇOSA-90)  Sejam  At  B,  C  e  D  subconjuntos  quaisquer  do  conjunto  universo  U,  tais  que 

0.  Como  conseqüência,  pode-se  afirmar  obrigatoriamente  que: 

d)  B  n  C 

e)  A  O  B 


(A  n  B)  n  (c  -  D) 


a)  A  n  B  “  0  e  C  -  D  = 

b)  C  -  D  -  0 

c)  (A  -  D)  n  (c  n  B)  =  0 


0 


0 


0 


{FGV-81}  Dados  os  conjuntos  A 


\ay  bY  c\  d j»  B 

[{A  -  B)  U  (B  -  C)  U  (A  n  8)  1  n  i(A  n  C)  U  (B  n  A  n  C)|  é: 

a)  |a,  b,  c ,  d,  ej 

b)  {a,  b,  ç,  d) 

c)  [a,  d 


^  c,  £ft  ej,  C 


;a,  c\  f  ],  emão 


d)  já,  b: 
c)  b,  c,  d 


(FATEC-89)  Assinale  a  alternativa  verdadeira.  Se  A  e  B  sao  dois  conj untos,  nâo  vazios,  e  0  è  o  conjumo 
vazio,  entào: 

a)  jx  í  x  6  A  e  x  G  B|  =  AU  B 

b)  B  D  (A  H  B) 

c)  a  n  0  =  |0j 

d)  B  -  A  =  X  implica  CB  A  =  X 

e)  A  C  A  Pl  B 


(CESGRANRICMSO)  Sejam  os  conjuntos  U 
-  (/)  e  B  U  A 


\K2 p  3,4 \  e  A 


I /,  2\.  O  conjumo  B  tal  que  B  n  A 


U  è: 


b)  U! 


a)  0 


O  \U  2j 


d)  i I,  3,  4 


e)  U 


(PUC-RS‘82)  Dados  os  conjuntos  A 

B  U  X  e  B  H  X 

b)  [bj 


[fl*  b,  c)t  B 


[a,  d)  e  C 


a,  b ,  d  .t  o  conjumo  X  tal  que 


A  U  C 


0  ê: 


o  ;c] 


d)  a,  b 


a)  íai 


e)  b,  c 


(U.F.RS-84)  O  conjunto  A  é  subconjunto  de  B  e  A  =é  B.  A  U  (B 

d)  A 


A)  é: 


b)  A 


c)  0 


a)  B 


B 


e)  A  n  B 


ÍPUC-RS-80)  Sejam  A ,  B  C  U.  Se  x  £  CW  U  B),  emão: 

a)  x  G  A  O  B 

b)  x  G  A  U  B 

c)  x  g  Ca  n  Cb 


d)  x  G  A  n  CB 

e)  x  G  Ca  n  B 
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•  -  (FGV-81)  Simplificando  a  expressão  abaixo 


(X(IY)U(XnY) 


I  II 


c)  x  n  y 


d)  x  n  Y 


e)  X  n  Y 


universo 


•  (ITA-88)  Sejam  Ay  B  e  C  subconjuntos  do  conjunto  dos  números  reais.  Lntào  podemos  afirmar  que: 


c 


c 


a)  (A  O  fí) 

b)  (A  U  B) 

c)  Se  A  C  B  então  À 

d)  (A  n  B)  U  C 


a  n  r 

Ac  U  B 


c 


e. 


í. 


C  B 

{Ac  U  C)c  n  (Bc  U  C) 

{A  U  Bc)  H  (A  U  Cc) 

I  iT"* 

Nota:  A  significa  o  complementar  de  A  no  conjunto  dos  reais. 


t 


c 


c 


e)  A  U  (B  U  C) 


;  (ÍTÂ-89)  Sejam  A,  B  e  C  subconjuntos  dc  IR,  não  vazios,  e  A  —  B  =  p  £  iR;  p  E  A  e  p  E  H 
as  igualdades: 

L  (A  -  B)  x  C  =  (A  x  C)  -  (B  x  C) 

B)  x  C  =  (A  x  B)  —  (B  *  C) 

3.  (A  H  B)  -  A  *  (B  fl  A)  -  B 

4.  A  -  {B  O  C)  =  (A  -  B)  U  (A  -  C) 

5.  (A  -  B)  O  (B  -  C)  -  (A  -  C)  H  (A  -  B) 

podemos  garantir  que: 

a)  2  e  4  sâo  verdadeiras. 

b)  /e5  são  verdadeiras, 

■c)  3  c  4  são  verdadeiras. 

d)  /  e  4  sâo  verdadeiras. 

e)  /ei  são  verdadeiras. 


l-  j  .  5  * 


(U.F.RN-83)  A  pane  hachurada  do  gráfico  abaixo  corresponde  a: 

a)  (A  n  B) 

b)  (A  n  C) 

c)  (B  n  C) 

d)  {A  n  o 

e)  (A  n  B) 


B 


A 


B 


A 


A 


C 


1  (F.SANTANA-83)  Na  figura  abaixo,  estão  representados  os  conjuntos  A,  B  e  C  nao  vazios,  A  região  som¬ 
breada  representa  o  conjunto: 


a)  (A  n  B) 

b)  (A  U  8  U  C) 

c)  (A 


C 


C 


C 


d)  (B  U  C)  H  A 


e)  A  n  B  n  C 
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-T  (LLE.BA-S4)  Na  figura  abaixo,  estão  representados  os  conjuntos  não  vazios  A,  B  e  C,  A  região  sombreada 

representa  o  conjunto: 


a)  A  O  B  n  C 

b)  (A  U  B) 

c)  (A  H  B) 

d)  (B  O  C) 


c 


A 


e)  (A  U  C) 


B 


(U  JLPA-84)  A  parte  hachurada  da  figura  abaixo,  onde  U  é  o  conjunto  universo,  e  A  t  By  C  sào  conjumos, 
representa: 


a)  A  U  B  U  C 
b>  A  H  B  n  C 

c)  (A  n  B)  u  (a  n  o 

d)  (A  U  B)  H  (A  U  C) 

e)  (A  U  B  U  C) 


(EAESP-FGV-80)  Considere  as  afirmações  a  respeito  da  parte  hachurada  do  diagrama  abaixo: 

I  -  A  H  {B  U  C) 

II  -  A  n  (B  fl  CJ 
III  -  A  fl  (B  U  C) 

iv  -  a  n  (B  n  o 


A(s)  afirmaçào(ões)  conetais)  é  (sâo): 
a)  I 


d)  II  e  IIT 

e)  II  e  IV 


b)  m 


c)  I  e  IV 


(U-F.PE-84)  Considere  o  seguinte  ‘‘diagrama  de 

VcnH”  que  representa  graficamente  os  eonjum 
tos  B  e  C,  onde  U  representa  o  universo. 


Assinale  dentre  as  alternativas  abaixo  o  conjunto  que  é  representado  pela  área  tracejada  no  diagrama,  onde 
a  barra  (— )  representa  o  complementar  do  conjunto  em  relação  a  U . 

ç)  A  U  B  U  C 
d)  A  H  B  n  C 


a)  A  n  B  n  c 


e)  A  U  B  U  C 


b)  a  n  b  n  c 
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<  (U.F.BA-81)  A  representação  do  complementar  de  (M  -  U)  D  Px  em  relação  a  P*  está  indicada  pela  região 
hachurada  de: 


c) 


u 


d) 


u 


u 


(U.F.BA-91 )  Na  figura  ao  lado*  a  parte  sombreada  representa  as  operações: 

a)  j(A  U  B  U  C)  -  CJ  U  (A  fl  C) 

b)  (A  U  B)  -  C 
C)  A  U  (B  “  C) 

d)  (B  -  C)  U  (A  -  C)  U  {A  n  C) 

e)  (A  -  C)  U  B 


(VUNESP-88)  Se  A 


4n ,  com  n  E  fN 

com  /t  E  IN; 


[jc  E  IN  1  x 


20 


B 


n 


x 


então  o  número  de  elementos  de  A  C\  B  è  . 


a)  3 


b)  2 


c>  1 


e)  impossível  de  determinar 


lU.F.MG-89)  Os  conjuntos  Af  Be  A  U  B  têm*  respectívamente*  /O,  9  c  15  elementos.  O  número  de  elemen¬ 
tos  de  A  H  B  é: 

a)  2 


b)  3 


d)  6 


c)  8 


c)  4 


35. 


(FATEC-88)  Seja  n  um  número  natural*  Se 

2n]  e  B 


;jc  6  IN  x 


-  2n  +  /  *  então: 

d)  A  n  B 

e)  A  O  B 


i 


A 


x 


x 


a)  B  -  A  =  [1 

b)  A  U  B  =  IN 

c)  A  U  B  =  |0*  I0j 


A 


x  E  IN  x  è  par 
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'  (U.F.MG-87)  Sejam  os  conjuntos  .4  = 

B  £  ZJ.  então,  A  fl  fí  é  igual  a: 

a)  jx  E  2  :  x  í  ímpar  e  múltiplo  de  3 

b)  |xE2:xé  par  e  múltiplo  de  3] 

c)  |x  6  2  :  x  é  múltiplo  de  3j 

d)  ,x  E  2  :  x  é  múltiplo  de  9' 

e)  ]x  E  2  :  x  é  ímpar! 


\x  E  Z  ;  x 


+  i,  E  Z  e  £ 


x  €  Z  :  x 


(U.F.RN-83)  Se  4,  fie  C  são  conjunto;:  tais  que  /?(4  -  (i?  U  C))  =  /5,  /i£fí  -  A  (A  U  O)  =  20 * 
/í(C  -  (4  Ufi))-iJeu(/lUfiUC)«  /20t  emào  /?  ((4  Pi  B)  U  (A  O  C)  U  (B  H  C)  é  igual  ar 

d)  70 


b)  50 


a)  40 


c)  60 


e)  80 


(U.F.  RS-83)  O  número  de  elementos  do  conjunto  P{A)  U  PiB)i  com  A  e  B  disjuntos  e  com  dois  elementos 
cada  um,  é: 

a)  2 

( LE F  +  V I çOSA-89 )  Um  conjunto  4  tem  8  elementos  distintos.  O  número  de  subconjuntos  de  A ,  com  5  ele¬ 
mentos  diferentes  cada,  é: 

a)  52 


b)  4 


c)  5 


d)  7 


e)  8 


b)  54 


á)  56 


c)  58 


e)  60 


{LUF.PE-83)  Seja  S 


[Sft  S2>  S3 }  o  conjumo  de  sintomas  de  uma  determinada  moléstia.  Em  geral,  um 
portador  desta  molcstía  apresenta  apenas  um  subconjunto  não  vazio  de  $, 

Assinale  a  única  alternativa  correspondente  ao  número  de  subconjuntos  de  5  que  poderão  apresentar  os 


pacientes  portadores  desta  moléstia. 


b)  8 


d)  15 


e)  14 


a)  7 


c)  16 


(U.F.PE-84)  Considere  os  seguintes  conjuntos; 

A  =  11,  2,  [lt2|]  B  =  |[1JB  2] 

Assinale  abaixo  a  alternativa  falsa: 

a)  A  n  B  =  [2] 

b)  b  n  C  -  Í(IJ) 

c)  B  «  C  *  A  n  B 

d) BcA 

e)  A  H  /%A)  —  UI,  2\\t  onde  V%A)  é  o  conjunto  dos  subconjuntos  de  A 

(CESESP-82)  Considere  as  afirmações  abaixo T  onde  ./'{X)  é  o  conjunto  das  partes  de  um  conjunto  X. 
I  -  Existe  A  E  7\X)  tal  que  B  D  A  =  B  qualquer  que  seja  B  E  j\X), 

II  -  Qualquer  que  seja  A  G  ?{X),  existe  B  E  3% X )  tal  que  4  H  B  =*  0. 

III  -  Quaisquer  que  sejam  4  e  B  em  S%X)>  tem-se  A  O  B  «  0, 

IV  *  Existe  A  E  3\X)  tal  que  B  U  A  =  B,  qualquer  que  seja  B  E 

Assinale,  então,  a  alternativa  correta: 

a)  apenas  1  é  verdadeira* 

b)  apenas  IV  é  verdadeira. 

c )  l,  II  e  111  são  verdadeiras. 

d>  II  e  IV  são  falsas. 

e)  apenas  III  é  falsa. 


C  =  1,  111,  2j| 


e 


(CESESP-82)  Numa  Universidade  são  lidos  apenas  dois  jornais  X  e  Y,  80%  dos  alunos  da  mesma  leem 
o  jornal  X  e  60%  o  jornal  Y.  Sabendo-se  que  todo  aluno  é  leitor  de  pelo  menos  um  dos  dois  jornais,  assina¬ 
le  a  alternativa  que  corresponde  ao  percentual  de  alunos  que  lêem  ambos. 

c)  40*7o 


a)  8tm 


b)  14% 


d)  60^o 


e)  48*o 
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44* 


(EATSP-f  GV-80)  Numa  pesquisa  de  mercado,  foram  entre'  istadas  sárias  pessoas  acerca  de  suas  preferên 
das  em  relação  a  3  produtos:  A ,  B  e  C,  Os  resultados  da  pesquisa  indicaram  que: 

210  pessoas  compram  o  produto  A. 

210  pessoas  compram  o  produto  B. 

250  pessoas  compram  o  produto  C. 

20  pessoas  compram  os  3  produtos. 

100  pessoas  não  compram  nenhum  dos  3  produtos. 

60  pessoas  compram  os  produtos  A  e  B . 

70  pessoas  compram  os  produtos  A  e  C. 

50  pessoas  compram  os  produtos  B  e  C* 

Quantas  pessoas  foram  entrevistadas? 
a)  670 


b)  970 


c)  870 


d)  610 


ej  510 


45. 


(EAESP'FGV-80)  No  problema  anterior,  calcular  quantas  pessoas  compram  apenas  o  produto  A  :  apenas 
o  produto  B ;  apenas  o  produto  C. 

a)  210;  210;  250 

b)  150;  150;  180 

c)  100;  120;  150 


d)  í 20;  140;  170 

e)  n.d.a. 


46. 


(FGV-H1)  Numa  Universidade  com  A  alunos,  S0  estudam  Física,  90  Biologia,  55  Química,  32  Biologia  e 
Física,  23  Química  e  Física,  16  Biologia  e  Química  e  8  estudam  nas  três  faculdades. 

Sabendo-se  que  esta  Universidade  somente  mantém  as  três  faculdades,  quantos  alunos  estão  matriculados 

na  Universidade? 
a}  304 


e)  n.d.a. 


b)  162 


c)  146 


d)  154 


47. 


(PUC-SP-82)  Em  um  exame  vestibular,  30%  dos  candidatos  eram  da  área  de  Humanas.  Dentre  esses  candi¬ 
datos,  20%  optaram  pelo  curso  de  Direito.  Do  total  dos  candidatos,  qual  a  porcentagem  dos  que  optaram 

por  Direito? 
a)  50% 


b)  20% 


d)  6% 


e)  5% 


c)  10% 


48. 


(PUC-SP-83)  Dentre  os  inscritos  em  um  concurso  público,  60 %  âão  homens  e  40%  são  mulheres.  Já  têm 
emprego  80%  dos  homens  e  30%  das  mulheres.  Qual  a  porcentagem  dos  candidatos  que  jã  têm  emprego? 

d)  24% 


a)  60% 


b)  40% 


c )  3  0  % 


e)  12% 


Conjuntos  numéricos 


49. 


(PUC-CAMP-80)  No  conjunto  IN  dos  números  naturais,  seja  o  conjunto  dos  múltiplos  de  a.  Fniio 
podemos  afirmar  que: 

a)  (M(6)  n  M (3 ) )  H  M(4) 

b)  M(4)  n  M{8) 

c)  (M (2)  n  M (4 J )  n  M(8) 

(V.UNÍF.RS-S0)  Dados  os  conjuntos  M 
não  nulos,  então  \í0  é  subconjunto  de  sempre  que: 

a)  a  for  menor  do  que  b. 

b)  b  for  menor  do  que  a . 

c)  a  for  divisor  de  6* 


d)  í M ( 3 )  n  M (4 ) J  n  M { 6 ) 

el  n.d.a. 


M  (12) 


Mfó) 


M  (4 } 


M  (4) 


50. 


/í  E  N  e  \f 


n  -  b  n  E  !N  .  com  a  e  b  naturaw 


r\  *  a 


> 


d)  h  for  divisor  de  a, 

e)  a  e  b  forem  pares. 


51. 


(LLE.LONDRíNA-84)  Seja  n(E)  o  número  de  elementos  de  um  conjunto  E.  Se  .4  é  o  conjunto  dos  diviso¬ 
res  naturais  de  18  e  B  é  o  conjunto  dos  divisores  naturais  de  48 ,  então  n{  A  ü  B)  é  um  número: 

e)  cubo  perfeito. 


a)  quadrado  perfeito. 

b)  múltiplo  de  5. 


cl  maior  que  10. 
dj  menor  que  6. 
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52.  (CESGRANRlG-80)  O  mínimo  múltiplo  comum  entre  os  números  2m,  3  e  5  é  240.  O  expoente  m  é: 

a)  2 


b)  3 


c)  4 


d)  5 


e)  15 


53.  (U.F.MG-92)  Considere-se  o  conjunto  M  de  todos  os  números  inteiros  formados  por  exatameme  três  alga¬ 
rismos  iguais. 

Pode-se  afirmar  que  todo  n  E  M  é  múltiplo  dc; 
a)  5 


b)  7 


c)  13 


d)  17 


e)  37 


-4  (FUVEST-91)  No  alto  de  uma  torre  de  uma  emissora  de  televisão  duas  luzes  * ‘piscam”  com  frequências 

diferentes,  A  primeira  “pisca’'  15  vezes  por  minuto  e  a  segunda  “pisca”  10  vezes  por  minuto.  Sc  num 
certo  instante  as  luzes  piscam  simultaneamente,  após  quamos  segundos  elas  voltarão  a  piscar  simulta¬ 
neamente? 


a)  12 


b)  10 


c)  20 


d)  15 


ej  30 


55.  (U.F.MG-92)  Sejam  at  b ,  c  números  primos  distintos»  em  que  a  >  b. 

O  máximo  divisor  comum  e  o  mínimo  múltiplo  comum  de  rn  =  a2  b  c:  e  n  =  ah2  são,  respectiva  mente» 
21  e  1764. 

Podc-sc  afirmar  que  a  +  b  +  c  è: 
a)  9 


b)  10 


d)  42 


ej  62 


c)  12 


56,  (U.F.MG-92)  Todas  as  afirmativas  sobre  números  inteiros  estão  corretas,  exceto: 

a)  Nem  todo  número  primo  é  ímpar 

h)  Todo  inteiro  par  pode  ser  escrito  na  forma  n2  +  2,  n  E  Z. 

c)  A  soma  de  dois  inteiros  ímpares  é  sempre  um  inteiro  par, 

d)  Todo  inteiro  ímpar  pode  ser  escrÍLo  na  forma  2n  —  9,  n  E  TL. 

e)  Se  n  é  um  inteiro  ímpar,  então  n2  também  é  ímpar. 


57,  (PUC-CAMP-80)  A  um  aluno  foram  propostas  as  questões: 

Numa  divisão,  cujo  resto  não  é  nulo,  o  menor  número  que  se  deve  adicionar  ao  dividendo  para  que 
ela  se  torne  exata  é:  {d  —  r)  (sendo  à  o  divisor  e  r  o  resto). 

A  soma  de  três  números  naturais  consecutivos  é  sempre  divisível  por  3. 

O  produto  dc  dois  números  ímpares  consecutivos,  aumemado  de  uma  unidade,  é  sempre  um  quadra¬ 
do  perfeito. 

O  aluno  respondeu  que  as  três  questões  propostas  são  verdadeiras.  Responda  você: 

a)  O  aluno  acertou  somente  em  relação  à  terceira  questão, 

b)  O  aluno  acenou  somente  em  relação  à  primeira  questão, 

c)  Acertou  imegralmeme. 

d)  O  aluno  acertou  somente  em  relação  à  segunda  questão, 
c)  N.d.a. 


A 


B 


C 


4,  9,  16,  25,  então  A  é  equivalente  a: 


5*  (U.F-RN-84)  Se  A 

a)  |x:;  x  E  TL* \ 

b)  JxT  x  E  IN 

c)  jx:;  x€  Ne  1  <  x  <  7 

d)  ]x~;  x  E  IN  e  2  <  x  <  6 

e)  jx;  x  é  quadrado  perfeito 


2 


( -2Y  ■  (0,33... 


I)  , 


59  (U.F.MG-92}  O  valor  dc  m 


e: 


-í 


2 


8 


2 


4 


5 


8 


b) 


d) 


a) 


e) 


e) 


3 


3 


2 


3 


3 
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da  seguinte  maneira: 


(FUVEST-91)  Os  números  inteiros  positivos  são  dispostos  em  * -quadrados 


T  1 


1  2  3 
4  5  6 
7  8  9 


K>  U  12 
13  14  15 

16  17  18 


19 


+  * 


■  ah 


O  número  500  se  encontra  cm  um  desses  “quadrados 
se  encontra  são,  respectivameme: 

b}  3  e  3 


?  s 


.  A  'linha 


i  i 


e  a  “coluna'’  cm  que  o  número  500 


a)  2  e  2 


c)  2  e  3 


d)  3  e  2 


e)  3  e  1 


61 .  (PUC-SP  8G)  Um  enxadrista  quer  decorar  uma  parede  retangular,  dividindo-a  em  quadrados,  como  se  fos¬ 
se  um  tabuleiro  de  xadrez*  A  parede  mede  4,40  m  por  2,75  m<  Qual  o  menor  número  de  quadrados  que 
ele  pode  colocar  na  parede? 

a)  40 

b)  55 

c)  30 

d)  88 

e)  16 


// 


r  /  / 


f  è 


/  j 


/ 


/ 


/  j 


f  / // 
*/// 


VA 


fé 


f  /  / 


f  I 


f  M 


r  J 


f  a 


.  (PUC-SP-81)  A  dízima  periódica  0,4999.^  é  igual  a: 


49 


49 


5 


I 


4 


d) 


a) 


b) 


c) 


c) 


: 


90 


99 


11 


(FUC-SP-82)  Sabe-se  que  o  produto  de  dois  números  irracionais  pode  ser  um  número  racional.  Um  exem¬ 
plo  é: 

a)  Ji  -  v  3 

b)  .4  *  ,9 

c)  \3  •  1 


d)  >  2  -2  =  \ 8 


v  36 


6 


e) 


?  . 


3 


6 


% 


\ 


\ 


3 


\ 


6  4  (FGV-83)  Sejam  a ,  b  e  c  números  reais  quaisquer.  Assinale  a  afirmação  verdadeira: 

a2  >  b2 


c 


e 


c 


a)  a  >  b 


d) 


b 


a  +  b 


a 


b; 


b)  a  >  b 

c)  ^a:  +  b2  £  a 


b 


ac  >  bc 


ei  a- 


a 


(a-  e  ir 


1  <  x  <  2\  e 

B  -  jjr  E  IR  0  £  x  <  31  f  o  conjunto  A  fl  B  é  o  intervalo: 


(U.E.BA  81)  Se  A 


e)  |-1;  31 


O  1-1;  3 


a)  :0;  2| 


b)  0;  2; 


d)  hl;  3[ 


[x  E  lR  -4  c  x  <  3}  cB 


(PUC-MG-92)  A  diferença  A 

a)  [x  E  R 

b)  ix  E  IR 

c)  jx  E  IR  3  <  x  <  5} 


By  se  ndo  A 


,v£  iR 


2  <;  x  <  5  c  igual  a; 


d)  |x  €  fi  I  3  í  x  ^  5j 


4  ^  x  <  “2; 


4  <  x  ^  -21 


e)  x  E  R  -2  <  x  <  5] 


(FUVEST-91)  Na  figura  estào  representados  geometricamente  os  números  reais  0 ,  a\  ve  1. 
Qual  a  posição  do  número  xyí 


0 


V 


a)  À  esquerda  de  0. 

b)  Entre  (Jei 


e)  A  direita  de  /* 


c)  Entre  x  e  y. 

d)  Entre  y  e  /* 
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2 


68.  (FUVEST-92)  Se  - 4  <  x  < 


/  e  /  <  v  <  2,  entào  xy  e 


estão  no  intervalo: 


x 


1  - 


d)  j— 8. 


a)  l-S*  -I| 


1 


I 


e)  ~l, 


b)  |**2, 


: 


: 


C)  i-2,  -í 


(LLF.PA-84)  Sendo  IN,  7L ,  Q*  IR,  C  os  conjuntos  numéricos  usuais*  assinale  a  afirmação  verdadeira: 

c)  z  e  IR 


d)  o  e  c 


e)  0  D  2 


a)  IN  D  2 


b)  — \2  E  0 


70  (EAESP-FGV-80)  Assinalando  V  OU  F  se  as  sentenças  abaixo  são  verdadeiras  ou  falsas 

N  D  Q 

o  n  ir 

IN  U  71 

Q  n  IR  D  Q 

obtemos: 
a)  FVFV 


Q 


IN 


d)  FVVV 


e)  V V V F 


b>  VVVV 


c)  FVVF 


"1,  (COVEST-9G)  Assinale  a  afirmação  verdadeira  entre  as  seguintes: 

a)  No  conjunto  dos  numeros  inteiros  relativos*  existe  um  elemento  que  é  menor  do  que  todos  os  outros. 


P 


b)  O  número  real  \2  pode  ser  representado  sob  a  forma 

c)  O  número  real  representado  por  0.37222 

d)  Toda  raiz  de  uma  equação  algébrica  do  2?  grau  è  um  número  real. 

e)  O  quadrado  de  qualquer  número  real  é  um  número  racional. 


onde  p  e  q  são  inteiros,  <7  ^  0. 


Q 


è  um  número  racionai 


«■  +  i 


~  ;  (FUVEST-87)  Qual  o  conjunto  dc^  valores  assumidos  pela  expressão: 


b 


abc 


a 


e 


+ 


T 


T 


I  a  I 


I  c  I 


!  abc ! 


I  b  l 


quando  a,  c  variam  no  conjunto  de  todos  os  números  reais  não  nulos? 


a)  [—4,  -3,  -2,-1,  0,  I*  2,  3,  4 

b)  |-4,  -2,  0,  2,  4: 

e)  1-4*  0*  4| 


d)  14| 


e)  IR 


c 


(ITA-8Ó)  Sejam  A'  um  conjunto  não  vazio;  A  e  B  dois  subconjuntos  de  X.  Definimos  A 
que  x  $  A  \  'e  A  -  B  -  jjc  E  A  tal  que  x  É  B\, 

Dadas  as  sentenças: 

\-ADfi=0*>  A  CBí^BC  Ac,  onde 

2  -  Se  X  =  IR;  A  =  ]X  £  IR  tal  que  x'  -  1  =  0|;  B 

que  x  -  /  O-.,  então  A  =  C  =  fi; 

3  -  A  ~  e>  =  A  e  A  -  B  ■=  A  -  (A  íl  B\, 

4  -  A  -  B  #  A  O  &  \ 

podemos  afirmar  que  está  (estão)  correta (s): 

a)  as  sentenças  n?  1  e  n?  3, 

b)  as  sentenças  n?  1,  n?  2  e  n?  4, 
cí  as  sentenças  n?  3  e  n?  4, 


x  £  X  tal 


f  t 


significa  “equivalente”  e  Z  o  conjunto  vazio; 
x  G  IR  tal  que  x~  -  I  ~  0  e  C 


■  -L 


x  G  ;R  tal 


d)  as  sentenças  n?  2,  n?  3  e  n'f  4. 

e)  apenas  a  sentença  n?  2, 
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74»  (PUC-SP-80}  Supondo  que  uma  cena  propriedade  P  é  verdadeira  para  o  número  n  £  IN  T  consegue-se  pro¬ 
var  que  ela  é  verdadeira  para  o  número  Sn.  Se  Pé  verdadeira  para  n  =  2,  então  pode-se  garantir  que  ela 
é  verdadeira  para  n  igual  a: 

a)  216 


b)  162 


c)  512 


dl  261 


e)  270 


Relações 


75.  (U.E.LONDRINA-84)  Em  IR x  IR,  sejam  ( 2m  +/»;  m 


4)  c  {m  +  /;  2n)  dois  pares  ordenados  iguais.  Então 


n 


è  igual  a: 


rn 


: 


di  1 


e)  v  2 


a) 


r) 


2)  dois  pontos  no  plano  cartesiano  tais  que  ac  <  0.  h  <  0 


76»  (U.FA1G-90)  Sejam  P 

e  c  >  0.  Pode-se  afirmar  que: 

a)  Pé  um  ponto  do  1.'  quadrante. 

b)  Pé  um  ponto  do  2?  quadrante. 

c)  P  c  um  ponto  do  34:1  quadrante» 


[ar  b)zQ 


{c. 


dl  P  é  um  pomo  do  4°  quadrante* 
e)  P  pode  estar  no  1°  ou  4?  quadrame* 


ü.  S,  41  ç  C 


\0,  / 


■ 


77.  (U.F.URERLÁND1A-82)  Dado*  os  conjuntos  A 

(A  -  B 1  x  (C  -  B )  igual  a: 

a)  1(0,  0);  (0»  -  3) 

bi  ; í  i .  0);  {0T  0); 


I,  IU  8 


te  m  o  s 


h 


3 


c)  1(0,  0);  {0,  1)| 

d)  1(0.  D,  (0,  -1)! 


1 


/f{.i  n  w) 


é  no  máximo  igual  a: 

e)  36 


2 ,  então  (n{A  *  B )) 


7»,  (LEF.RN-83)  Se  n(A  ) 


5  e  n{  B  ) 


d)  18 


b)  6 


c)  I 


-y 


a)  l 


(-/;  (?),  (2;  0),  (-/;  2),  (2:  2)» 


7M,  (U.E.LONDRINA-83)  Sejam  os  conjuntos  A  e  B  tais  que  .4  *  B 

(-!;  3),  (2;  2)  .O  número  de  elementos  do  conjunto  A  n  íi  é: 

a)  0 


dl  3 


e)  4 


1 


bi  1 


O 


81).  (U.F.PE-85)  Assinale  a  única  alternam  a  abaixo  que  representa  o  gráfico  do  conjunto  B  *  A  onde 


]x  £  R  :  1  OO 


1.2,3  e« 


d 


I  ■ 


a) 


c) 


t 


V 


V 


V 


3 


3 


3 


c 


2 


2 


2 


G 


1 


1 


1 


O 


” 


0 


O 


1  2 


1  2 


1  2 


* 


K 


A 


b) 


d) 


t 


V 


V 


3 


3 


2 


2 


1 


1 


0 


2 


■ 


2 


1 


x 


x 
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'R  x  Z  e  G 


|R+  *  IN*,  a  repr ese mação  gráfica  de  F 


si,  (U,FrBA-81)  Sendo  F 


G  é; 


a) 


c) 


e) 


i 


#  .  * 


■ 


fl 


■ 


*"  _  • 


1 


« 


#  _  ■ 


ü 


■ 


■ 


#  .  «  ,  * 

■  _  #  P 


i 


§  P 


* 


■ 


ri. 


I 


P 


•I 


* 


'¥ 


■ 


* 


P 


a  ■ 


p  *  ■ 


■ 


* 


b) 


<J) 


ã 


■ 


m 


s 


■ 


b 


■ 


r 


■ 


» 


-I  * 


■ 


«  ■ 


e 


B 


* 


■ 


*  ■  ■ 


P 


■ 


fr 


■ 


■ 


a 


■ 


* 


■  ■ 


■ 


*  fr  * 


* 


m 


m 


m 


* 


*  .  4 


■ 


- 


■ 


■ 


*  _  P 


■ 


■« 


* 


* 


* 


■  ■ 


-  * 


I  I  P 

+  -p. 


■■ 


* 


I 


*  m 


P 


*  fr 


■ 


■* 


m 


■  # 


■ 


* 


ii 


* 


* 


-  *  '•«  *  •  § 

•  *  »• 


+  m  m  á-  m 


%  *  *  *fc  1 


* 


■ 


a 


■f 


B 


I 


5 


■ 


a 


fr 


* 


■ 


i 


a 


i 


- 1  -  «  ■  ■  >  »  ■ 


B 


■«  * 

fr  »  I 


* 


« 


■ 


■■ 


■ 


fr 


fr 


■ 


» 


* 


■ 


•  p  - 


w 


p 


4 


■P 


fr 


■ 


*  .  i 

«  P 


■ 


■ 


B  fr 


*  S  *  * 
P  B  « 


¥ 


fr  I  ■ 


a 


■ 


p 


■ 


a,  b  jt  qual  dos  conjuntos  abaixo  é  uma  relação 


[fl.  fr,  oi  e  ií 


(U.F,PA-84)  Dados  os  conjuntos  /I 
de  v4  em  fi  ? 

a)  [(a,  b),  (b,  b),  (cs  c)j 

b)  l(ai  *)♦  (b,  b),  (b,  O! 

c)  [(at  a),  (b*  b),  (a,  c); 


d)  í (a,  a),  (b,  b),  (a,  b)[ 


e)  [(cf  b)f  (b,  c) 


(UNICAP-S6)  Dada  a  relação  binária  em  IN  (conjunto  dos  números  naturais) 

assinale,  entre  as  alternativas  abaixo,  a  única  correta, 

d)  R  é  transitiva 


íír.  y)  €  IN  x  N  |  jt  +  y 


a)  R  é  reflexiva 


25 


5 


br  R  é  simétrica 


e) 


E  R 


3  1  3 


c)  R  é  anti-simétrica 


íú\  v )  €  P:;  X  <  y  é: 


8  ,  então  o  número  de  elementos  do  conjunto  W 

c)  10 


a)  8 


b)  9 


d)  li 


#>.  (F.SANTANA-83)  Seja  a  relação  R ,  de  A  em  A ,  definida  por  (jr;  >f)  E  !R 


se  v  e  par 

x  +  /,  se  x  è  ímpar 


\X 


* 


\0tI>2f3t  4,  5,  6,  7,  8,  9 


*  Se  ,4 


o  número  de  pomos  do  gráfico  carte- 


y 


r 


siano 


e: 


a)  5 


b)  6 


c)  8 


d!  9 


e)  10 


3  <  x  ^  5  em  B  =  ;jt  E  Z 


xí,  (PUC-RS-81)  Seja  IR  a  relação  de  *4 

por  a* 


a  E  Z 


2  <  x  c  ^  I,  definida 


I 


2 


I)2  com  x  E  A  e  v  E  /?.  O  conjunto  imagem  de  #  é: 


(v 


a)  -x  E  Z 

b)  [x  G  Z  I 


2  <  x  <  4; 


d)  Jx  G 


3  <  x  <  5! 
3  <  x  5| 


2  <  x  <  4| 


e)  x  E  Z 


c)  [x  G  Z  -2  <  x  <  4 
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Ê 


(a,  ò)  6  ! N  *  fN:  ü  +  2b 


6  :t  então  o  domínio 


K7  {U.F.UtíERLANDÍ A -82)  Considerando  a  relaçào  R 


n 


; 


e  a  imagem  de 


res 


a)  IN  e  IN 


d)  ÍO,  2,  4,  6:  e  jO,  1.  2.  3 

e)  !0,  1,  2,  3|  e  jO,  !.  2,  3 


b)  0.  1.  21  e  |2,  4,  6| 


I 


I 


c)  |0.  I.  2,  3!  e  10,  2,  4,  6, 


Funções 


\a,  h,  t\  d  \  c  B 


(U.F.PE-85)  Dados  os  conjuntos  A 


t  í  +  2 ,  — ^ ^  t  ^ 


!  * 


define  uma  função  de  A  em  B. 


a)  (<a,  I),  (b,  3),  (c,  2)j 

b)  {(a,  3),  (b,  1),  (c,  5),  (a.  1)1 

c)  j(a,  1),  (b,  1),  (c,  1),  (d.  1)| 

d)  í(a,  1).  (a,  2).  (a,  3),  (a,  4).  (a.  5)| 

e)  1(1.  a),  (2.  b),  (3,  c),  (4.  d).  (5.  a)l 


\í,  2  \  t  B 


1,  2  Qual  das  afirmativas  abaivo  é  verdadeira? 


0, 


A 


a)  f :  x 

b)  / ;  x 
z)  f  :  x 

d  )f:x 


2x  é  uma  função  de  A  em  B . 


x  +  /  é  uma  função  de  A  em  B * 


x2  —  3x  +  2  é  urna 


de  A  em  0. 


x 2 


e)  f  :  x 


1  é  uma  função  de  B  em  A. 


x 


90  (U.FORTALEZA-8I)  O  gráfico  ao  lado: 


a)  representa  uma  função  / :  \a;  b 


IFL 


em  |R 


porque  existe  y  £  !R  que  não  é  imagem  de 

qualquer  a 

c)  não  representa  uma  função  de  .a\  b  em  IR 


d 


[«;  *!• 


i 


C 


i 


X 


Q 


I 


uma  imagem. 


p 


i 


i  p\  rfi- 


d) 


! 


' 


i 


b 


a 


(U.F.MG-82)  Na  figura  estão  esboçados  os  gráficos  de  duas  funções  /e  g .  O  conjunto 


{x  £  IR;  yí-v)  g{x)  <  0  \  è  dado  por: 


a)  x  >  0  ou  x  < 

b)  -1  <  x  <  0 

c)  0  <  x  <  2 

d)  -]  <  x  <  2 

e)  x  < 


1 


vi 


f 


9 


1  ou  x  >  2 


0 


1 


2 


X 
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(U.F.MG-9Ü)  Observe  O  gráfico  da  função  í 


Vi 


n 


l 


! 


P 


! 


t 


I 


I 


m  „  - 


i 


i 


: 


l 


i 


' 


! 


1 


i 


b 


d 


c 


e 


a 


X 


Com  base  nesse  gráfico,  pode-se  afirmar  que: 

a)  /  assume  o  valor  máximo  em  a 

b)  /  assume  o  valor  mínimo  em  x  €  \x  £  lR  :  d  í  x  <  e\< 

c)  o  conjunto  imagem  de/é  \x  E  IR  :  m  <  x  ^  n 

d)  o  domínio  de / é  \x  E  fi  :  a  <  x  <  e\. 

e)  /  não  está  definida  em  a. 


c. 


I 


I  - 


(U.C.SAL VADOFL91)  Sobre  a  função/,  de  ar  £]  cm  R;  cujo  gráfico  sc  vê  abaixo 


c  verdade  que: 


i 


Y 


b 


5 


a 


e 


c 


b 


3 


J 


1 


1 


a 


a}  f{x)  ^  0  para  iodo  x  no  intervalo  jtf,  e\. 
b)  /  è  crescente  no  intervalo  0,  b  . 


c)  m  >  f{dy 


d)  /  tem  apenas  duas  raízes  reais. 

e)  f(x)  >  0  para  todo  x  no  intervalo  a,  ü  , 


(Ü.F.PA-84)  Dada  a  função / de  A 
o  conjunto  imagem  de  /? 

1.  0,  lf 


í 


/,  G,  /,  2  deímida  por  /(x) 


0,  1,2  em  B 


2 , 


L  qual 


x 


I 


d)  -2,  -1,  Oi 

«)  0, 


I 


a) 


i 


b) 


' 


2 


I.  0,  L  2| 


L  2: 


! 


«)  0,  I.  2 


í 


I 
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uma 


a) 


c) 


e) 


Yi 


V 


y 


4 


4 


4 


i 


3 


i 


i 


2 


i 


i 


i 


i 


1 


1 


1 


i 


i 


: 


3 


2 


3 


X 


b) 


d) 


Y  k 


4 


4 


í 


i 


i 


i 


I 


i 


1 


1 


i 


3 


3 


X 


X 


c) 


Vi 


V 


V 


: 


i 


i 


i 


I 


I 


i 


i 


1 


i 


! 


I 


I 


I 


I 


I 


I 


! 


*~o" 


0 


0 


ó 


b 


b 


b 


:■] 


a 


5Í 


x 


x 


b) 


à) 


Vi 


Vi 


I 


I 


I 


I 


I 


I 


! 


I 


I 


0 


b 


0 


b 


a 


a 


x 


x 
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/ 


97.  (U.F,RN-84)  A  imagem  da  função  /  :  FR 


IR,  definida  por  f(x) 


,  contém  o  elemento: 


/  + 


i 


a)  -2 


b)  0 


c) 


d)  2 


e)  5 


2 


|{P;  Q )  |  Pe  Q  são  vértices  distintos  de  um  hexágono  regular^  e /uma  função 


V».  (V.UNIF.R5-80)  Sejam  V 

que  associa  a  cada  par  ( P,  Q)  e  Fa  distância  de  Pa  Q*  O  número  de  elementos  do  conjunto  imagem  de/é: 


e)  30 


d)  15 


a)  3 


b)  4 


c)  5 


99  (CESGRANR10-85)  Seja  f{x)  a  função  que  associa,  a  cada  número  rea!  xt  o  menor  dos  números  (x+  /> 

e  (— jt  +  5).  Então,  o  valor  máximo  de  f[x)  é: 
a)  1 


b)  3 


c)  4 


d)  5 


e)  7 


IlHh  (FGV  88)  A  função  /  é  tal  que: 

f(x)  é  crescente  para  x  <  c 
f(x)  é  decrescente  para  x  >  c 


Então,  podemos  concluir  que: 

a)  ré  ponto  de  máximo  de  /. 

b)  c  é  pomo  de  mínimo  de  /. 

c)  c  è  ponto  de  inflexão  de  /. 

d)  m  >  c. 

e)  n.cLa. 


101.  (U.E.CE-80)  Seja  F  :  R 

I  -  f(0) 

II  -  f(x  +  y) 

III  -  0  <  f{l)  <  I 

Emão  o  valor  da  expressão  /(O)  +  f(I )  +  f(2)  + 


IR  uma  função  satisfazendo  as  seguintes  propriedades: 


Vx,  y  G  R 


f(x)  •  f(y) 


+  /(P)  é  igual  a: 


m  m  m 


10 


10 


f(l) 


f(l) 


f(l) 


! 


c)  f(l),ú  -  f(I> 


0 


d) 


a) 


b)  f(l) 


1 


f(l)  -  1 


f U  “  1 


2 


(■  t)  í: 


*'  +  X 


"i:  (CESGRANRIO-87)  Se  f(x) 


,  então  / 


X  +  / 


: 


:■ 


5 


5 


5 


b) 


d) 


e) 


a) 


c) 


32 


8 


32 


8 


24 


2 


0,25  -  X 


■<J  -  (U.CEMG-81)  O  valor  da  expressão  y 

b)  -1,2 


2,1  é: 


para  x 


0,5  F  x 
c)  1,3 


a)  —1,6 


d)  2,6 


e)  3,1 


j 


6x  F  9x  x  F  3 


x 


104. 


(LLC.SALVADÜR-9I)  O  valor  da  expressão 


99,  é: 


,  para  x 


2 


9 


X 


X 


a)  100 


b)  99 


c)  98 


d)  97 


e)  96 


ms. 


(U.F.MG-92)  Suponha-se  que  o  número  f(x)  de  funcionários  necessários  para  distribuir,  em  um  dia,  contas 
de  luz  entre  x  por  cento  de  moradores,  numa  determinada  cidade,  seja  dado  pela  função 


3Ü0x 


f(x) 


150  -  x 


Se  o  número  de  funcionários  necessários  para  distribuir,  em  um  dia,  as  contas  de  iuz  foi  25,  a  porcentagem 
de  moradores  que  as  receberam  é: 

a)  25 


b)  30 


c)  40 


d)  45 


e)  50 
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MH\.  (U.F.MG-92)  Em  uma  experiência  realizada  com  camundongos,  foi  observado  que  o  tempo  requerido  para 

um  camundongo  percorrer  um  labirinto,  na  enésima  tentativa»  era  dado  peia  função  /  (n) 

minutos.  Com  relação  a  essa  experiência,  pode-se  afirmar  que  um  camundongo: 

a)  consegue  percorrer  o  Jabirimo  em  menos  de  irès  minutos. 

b)  gasta  cinco  minutos  e  40  segundos  para  percorrer  o  labirinto  na  quinta  tentativa. 

c)  gasta  oito  minutos  para  percorrer  o  labirinto  na  terceira  tentativa. 

d)  percorre  o  labirinto  em  quatro  minutos  na  décima  tentativa. 

e)  percorre  o  labirinto,  numa  das  tentativas,  em  três  minutos  e  30  segundos. 


12 


3  + 


n 


107 >  (FUVEST-92)  A  função  que  representa  o  valor  a  ser  pago  após  um  desconto  de  3%  sobre  o  valor  x  de 

uma  mercadoria  é: 


a)  F(x) 

b)  f(x)  -  G,97x 

c)  f(x)  =  1t3x 


3 


d)  f(x) 

e)  f(x)  -  Í,Q3x 


3x 


x 


10*.  (U.E.CE-9I)  Sejam/:  R  —  !R  e  g  :  R  —  IR  funções  definidas  por: 

f(x)  =  x  +  2  e  g  (x)  =  x  -  2.  Se  m  =  /  (cos 


- 


e 


4 


7T 


2 


n2  é  igual  a: 


,  então  m 


n  -  g  se/j 


4 


b)  3,2 


d)  5,2 


c)  4,2 


a)  2,  2 


II to  (UNICAP-S7)  Seja  / :  IR  — ►  IR  uma  função  definida  por  f{x)  =  a  3b\  onde  a  e  h  sao  constantes  reais. 

Dado  que  f(0)  =  900  e  /(IO)  =  300 ,  calcule  K  tal  que  f(k)  =  100, 

b)  25 


e)  20 


a)  40 


c)  15 


d)  30 


IKK  (PUC-SP-S0)  A  função  de  Euler  0  é  definida  para  todo  natural  n  >  1  da  seguinte  maneira:  0 (n)  é  o  nú¬ 
mero  de  números  naturais  primos  com  n  e  menores  que  n.  Quanto  vale  0(/2)7 

a)  4 


c)  3 


d)  ó 


e)  0 


b)  5 


I  (CESGRANRlO-9 1 )  Para  ser  aprovado,  um  aluno  precisa  ter  média  maior  ou  igual  ao.  Se  ele  obteve  notas 

3  e  6  nas  provas  parciais  (que  têm  peso  /  cada  uma),  quanto  precisa  tirar  na  prova  final  (que  tem  peso 
2)  para  ser  aprovado? 

a)  4 


e)  6 


b)  4,5 


c)  5 


d)  5,5 


112.  (PUC-CAMF-SO)  Considerando  N  =  ]ü,  /,  2y  3,  ...  e,  ainda, 

A  =  (jc  E  N 


24 


ff,  n  E  N , 


X 


E  N  3x  +  4  <  2x3-  9\t 
podemos  afirmar  que: 

a)  A  U  8  lem  8  elementos, 

b )  A  U  8 

c)  A  n  B 


B 


d)  A  n  B  possui  4  elementos, 

e)  n.d.a. 


A . 


A. 


c 


c 


113  (FATEC-88)  Se  yt 

a)  yt  >0  e  y2  >  0 

b)  y,  <0  e  y2  >  0 

c)  y1  >0  e  y2  <  0 


X T  a  >  0,  a  <  c  e  x  < 


ff,  então: 


ff  + 


ff 


x,  y2 


a 


a 


d)  y,  <  0 


<  0 


e 


>2 


e)  y 


y2 
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1  -  X 


114,  (UNICAP-87)  Sc  D  C  R  è  o  domínio  da  função  g(x) 


,  então  podemos  afirmar  que  D  é: 


I  +  x 


igual  a: 


c)  (-1,  I 


b)  !,+»> 


d)  -1,  U 


e)  <-1,  1) 


2  , 


x 


115.  (U.F.CE-92)  G  domínio  da  função  real  g(x) 


e: 


A 


a)  [x  €  IR;  x  >  7) 

b)  [x  E  IR;  x  ^  2! 

c)  |x  €  IR;  2  ^  x  <  7| 


d)  ]x  G  IR  ;  x  2  ou  x  >  7| 


Funções  do  1?  grau 


2 


11L  (CESGRANR 10-91)  Se  (2  +  J) 

b)  -1 


A- 


á)  9 


e)  13 


c)  1 


1 


x 


1 17.  (U.F.RN-83)  Se 


3 


(2x  +  2 ) 


4,  então: 


3 


a)  x  +  9  =  0 

b)  x  -  9  =  0 

c)  x  -  l  =  0 


d)  9x  -  1  -  0 

e)  9x  +  1  =  0 


.v 


A' 


X 


1 1H  (LEE.CE-82)  Se  x{  é  a  solução  da  equação 

entre  os  números: 


—  ,  então  o  \  alor  de  x,  está  compreendido 

4 


16 


+ 


3  6 


a]  17  e  19 


b).  19  e  21 


c)  21  e  23 


d)  23  e  25 


3  ’  {x  +  2) 


i.y  +  / 


7  (LLE.LONDRINA-83)  Seja  a  solução  da  equação 


- 


.  Eniao: 


em 


5 


4 


a)  2a 

b)  a 


d)  3a  = 

e)  a  +  3 


21 


21 


0 


J  1 


c)  a 


3 


i  >  (LLF.MG-90)  A  raiz  da  equação 

2{x  +  1) 


3(x  +  2) 


x  +  1 


pertence  ao  intervalo: 


3 


6 


4 


a)  |-6,  -3] 


b)  1-3 


li 


c)  1-2,  0 


d)  ;0.  2 


e)  [2,  6 


lf  +  2 


121.  (U.F.MG-90)  A  raiz  da  equaçao  ( v 


/)ív+  D 


9  -  7\  pertence  ao  conjunto: 


ty 


7 


aí 


d)  hl,  91 


5 


II 


e)  íü,  3 


5 


c)  :i.  2 
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122  (U.E.LONDKINA-84)  Seja  a  função /;  IR  tal  que /(a) 

ao  gráfico  de  /,  etuào  a  +  b  é  igual  a: 


ax  +  b ,  Se  os  pontos  (0;  —3 )  e  [2;  0}  pertencem 


9 


2 


3 


a) 


b)  3 


c) 


d) 


e)  -1 


2 


3 


2 


{FGV-88)  O  gráfico  da  função/(x) 


mx  +  n  passa  pelos  pontos  (4,  2)  e  (-7,  6).  Assim,  o  valor  de  m  +  n  é: 


13 


22 


7 


]  3 


d) 


e)  2,4 


a) 


b) 


c) 


:■ 


ó 


5 


5 


1 24.  {PUC-SP-82)  No  conjunto  dos  números  reais,  a  equação  ax 

a)  não  pode  ter  infinitas  soluções, 

b)  sempre  tem  solução, 
e)  só  tem  solução  se  a  4  0. 


b ,  na  incógnita  a: 

d)  tem  infinitas  soluções  se  b  *  0, 

e)  tem  solução  única  se  a  *  0. 


125,  (PUC-MG-92)  Uma  função  do  1?  grau  é  tal  que/(-7) 


5  e  A3 ) 


3 ,  Então  f(0)  è  igual  a; 

e)  -l 


b)  2 


c)  3 


d)  4 


a)  0 


I2ti  {U.F.V1ÇOSA-89)  Uma  função  / é  dada  por  fix) 

Se  /(-/>  =  3  e  f(I ) 


ax  +  b ,  onde  a  e  b  são  números  reais. 


/,  então  f{3)  è  o  número; 


c)  ”3 


d)  5 


e)  -5 


b)  3 


a)  1 


(*  -  /)  ■  a  +  3,  é  crescente  se,  e  somente  se: 


2  \  (U.E.BA-84)  A  Função  /,  de  IR  em  IR,  definida  por /(a) 


a)  k  #  1  e  k  ^  “1 

1  ou  k  = 


I 


b)  k 


c)  k  >  0 

d)  -1  <  k  <  1 

e)  k  < 


1  ou  lí  >  I 


128  (FUVEST-92)  A  tabela  abaixo  mostra  a  temperatura  das  águas  do  oceano  Atlântico  (ao  nível  do  equador) 

em  função  da  profundidade: 


Profundidade  Superfície 


100  m 


500  m  1  000  m  3  (XX)  m 


27  ÜC 


4  °C 


2,8  ÜC 


21  QC 


Temperatura 


7°C 


Admitindo  que  a  variaçao  da  temperatura  seja  aproximadamente  linear  entre  cada  duas  das  medições  feitas 

para  a  profundidade,  a  temperatura  prevista  para  a  profundidade  de  400  m  é  de: 

c)  12,5  °C 


a)  16  ÚC 


b)  34  °C 


d)  1 0, 5  0  C 


e)  8*C 


(FÁTEC-89)  O  gráfico  da  função,  definida  por: 


I 


I 


x 


3  5 


0, 


l 


I 


2 


y 


3 


a)  intercepta  o  eixo  x  no  ponto  de  abscissa 


8 


3 


b)  intercepta  o  eixo  y  no  ponto  de  ordenada 


2 


9 


c)  determina,  com  os  eixos  coordenados,  uma  região  triangular  de  área 


16 


d)  passa  pela  origem  do  sistema  cartesiano. 

e)  não  admite  raiz  real. 
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13lh  (U .F.MG-90)  Sendo  a  <  0  e  b  >  0,  a  única  representação  gráfica  correta  para  a  função  f{x) 


a x  +  h  é : 


a) 


■  (PUC-SP-80)  Para  produzir  um  objeto,  uma  firma  gasta  CzS  1,20  por  unidade.  Além  disso,  há  uma  despe¬ 
sa  fixa  de  CzS  4  000,00,  independente  da  quantidade  produzida.  O  preço  de  venda  é  de  CzS  2,00  por  uni¬ 
dade,  Qual  é  o  número  mínimo  de  unidades,  a  partir  do  qual  a  Firma  começa  a  ter  lucro? 

b)  2  500 


c)  3  600 


d)  4  000 


e)  5  000 


a)  1  800 


:  (VUNESF-85)  Um  botânico  mede  o  crescimen¬ 

to  de  urna  planta,  em  centímetros,  lodos  os 
dias.  Ligando  os  pontos  colocados  por  ele  num 

gráfico,  resulta  a  figura  ao  lado.  Se  for  manti¬ 
da  sempre  esta  relação  entre  tempo  e  altura,  a 

planta  terá 


altura  em  cm 


2 


! 


i 


no  30°  dia 


uma  altura  igual  a: 


1 


i 


i 


i 


5 


10 


e)  30  em 


a)  5  em 


b!  6  cm 


c)  3  cm 


d)  15  cm 


(FGV-81)  Duas  funções  importantes  em  finanças  são:  Receita  Total:  RT  =  P  x  Q  e  Custo  Total: 

CT  =  CF  +  CVL/x  Q,  onde:  P  -  preço  de  venda  unitário;  CF  =  custo  fixo;  C VV  =  custo  variável  unitá¬ 
rio;  Q  —  quantidade  produzida  e  vendida. 

A  Metalúreica  Atlas  S,A.  produz  uma  peça,  para  a  qual  são  conhecidos  os  seguintes  dados  (mensais): 

P  -  CzS  5  000,00;  CF  -  CzS  100  000,00;  CVU 


CzS  800  000,00. 

A  Metalúrgica  Atlas,  a  fim  de  enfrentar  seus  concorrentes,  decide  reduzir  em  20%  o  preço  de  venda  unitá¬ 
rio  C P ),  mas  pretende  obter  o  mesmo  lucro,  através  do  aumento  em  0 .  Este  aumento  (em  %)  deverá  ser  de: 


CzS  2  000,00;  Lucro 


L 


RT- CT 


a)  20% 


c)  40% 


d)  50% 


34.  (U.F.MG-92)  Para  alimentar  seus  pássaros,  um  criador  compra,  mensalmente,  raçao  e  miího  num  total 

de  /  000  kg.  A  ração  custa  CrS  400,00  o  quilograma  e  o  milho,  Cr$  250,00 . 

Se  x  representa  a  quantidade,  em  quilogramas,  de  ração  comprada,  pode-se  afirmar  que  a  funçao-gasto, 
em  cruzeiros,  é  dada  por: 


150x,  0  <  x  <  I  000 


d)  g(x) 


250x  +  400  000,  0  <  x  <  l  000 

250  000,  0  <  x  <  1  000 


a)  g(x) 


b)  g(x) 


400x,  0  <  x  <  1  000 


400x 


c)  g(x) 


150x  +  250  000,  0  <  x  <  1  000 
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135.  (U.F.GO-84)  O  menor  múltiplo  de  3  que  satisfaz  a  inequação  x  +  5  <  2a- 

e)  6 


/  é: 


a)  12 


b)  9 


d)  1 


e)  0 


1 3n.  (U.F.SE-84)  Quantos  números  inteiros,  estritamente  positivos,  satisfazem  a  inequação 


5 


<  2a  —  4  ? 


x  + 


2 


b}  dois 


e)  infinitos 


a)  nenhum 


c)  tris 


dl  quatro 


(PUC-SP-84)  O  menor  número  inteiro  k  que  satisfaz  a  inequação  8  -  3  {2k  -  /  )  <  0  è: 
a)  -2 


b)  'I 


c)  0 


d)  [ 


e) 


U 


1 28  (CESGRAN  RI 0-84)  Se  a  <  -2,  os  valores  de  v  tais  que 


(x  +  2)  são  aqueles  que  satisfazem : 


(x  -  o  )  < 


7 


a)  x  <  a  —  2 

b)  x  <  -2a 

e)  x  >  2a 


d)  x  >  a 

e)  a 


-i 


"I 


a 


(FATEC-88)  Os  gráficos  cartesianos  das  funções /e  g,  de  íR  cm  IR,  interceptam-se  num  ponto  do  \ú  qua 

2a  -f  A\  onde  k  é  constante,  então  k  Satisfaz  a  condição: 


draiue.  Se  /(a) 


v  +  7  e  g  (x) 


a)  k  >  7 


d)  -!  <  k  ^  0 


b)  1  <  k  ^  7 


e)  -7  <  k  ^ 


I 


c)  0  <  k  $  1 


3x  +  2 


41  (CESGRANRIO-88)  O  número 


c  o  seno  de  um  ângulo.  Pode-se  afirmar  que: 


.5 


7 


a)  -1  ^  x  ^  5 


d) 


^  X  ^  1 


3 


3 


7 


7 


b>  —  1  ^  x  < 


e) 


^  x  < 


3 


7 


C)  -1  ^  X  ^  2 


■  (LLF.MG-92)  Observe  a  figura. 


T 


10 


1 


1 


1  2  m 


O  retângulo  A  BC D  representa  um  terreno  e  o  trapézio  haehurado,  uma  construção  a  ser  feita  nele. 

Por  exigências  legais,  essa  construção  deve  ter  uma  área,  no  mínimo,  igual  a  45%  e,  no  máximo,  igual 
a  60%  do  teiTeno, 

Todos  os  valores  possíveis  de  x  pertencem  ao  intervalo: 

a)  [17,  26] 

b)  [13,5,  18! 

c)  [14,  181 


d)  [17,  18) 

e)  |18,  26 r 
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1  V  (LLF.R.PE-87)  Suponha  que  x  e  y  representam  quantidades  de  dois  bens,  sendo,  por  isso»  números  não 

negativos.  Nas  alternativas  abaixo  aparecem  sombreadas  algumas  regiões  do  plano  xy.  Indique  qual  delas 
representa  o  conjunto  solução  do  sistema  de  inequação: 

x  +  2y  £  4 
3x  +  y  ^  ò 


a) 


e) 


d) 


b) 


143 


{U.F.R.PE-91 )  Quantas  soluções  possui  o  sistema 


3x 


y 


jx  4*  6 


y  < 

x  >  0 


tais  que  x  e  y  pertençam  a  ZI  ? 
a)  0 

4-  (CESGRANRlO-85)  Os  valores  positivos  de  x,  para  os  quais  [x 

intervalo  aberto: 


b)  1 


c)  2 


d)  3 


e)  6 


2)  [x  +  3)  <  0 „  constituem  o 


l )  (.v 


b)  (2,  3) 


c)  (0,  3) 


d)  Í0,  0 


e)  (1,  2) 


a)  (I, 


4  ~  X 


M  (U.E.LONDRINA-84)  Quantos  números  inteiros  satisfazem  a  inequação 


£  01 


1  +  x 


b)  3 


d)  5 


a)  2 


c)  4 


e)  6 


x  +  3 


14*. 


^  0,  em  tR,  é: 


(LLF.SE-84)  O  conjunto  solução  da  inequação 


2x  -  3 


5 


d) 


ai 


3; 


CO-  — 1 

*  J 


2 


5 


5 


b) 


3* 

-  í 


e) 


3  U 


QO  * 


2 


5 


3; 


: 
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1 -*T  (CESESP-86)  Um  pecuarista  deseja  cercar  com  mourões  e  arame  farpado  um  terreno  de  forma  retangular. 

Dispõe  para  isso  de  142  mourões P  SS8  grampos  e  arame  em  Quantidade  suficiente.  A  construção  da  cerca 

deve  obedecer  aos  seguintes  critérios: 

i)  Dois  lados  paralelos  têm  cercas  do  tipo  A  e  os  outros  dois  lados  cerca  do  tipo  B. 

ii)  A  distância  entre  cada  mourào  das  cercas  do  lipo  A  t  de  /  m T  enquanto  nas  cercas  do  tipo  B essa  distân¬ 
cia  é  de  2  m. 

iii)  As  cercas  do  tipo  A  têm  4  fios  de  arame  e  as  cercas  do  tipo  B  têm  8  fios,  sendo  que  4  fios  são  comuns 

a  ambos  os  tipos  de  cercas* 

iv)  Para  cada  fio  de  arame  é  batido  um  e  só  um  grampo  em  cada  mourão. 

Admitindo-se  que  x  e  y  são  respeclív amente  os  comprimentos  dos  lados  do  retângulo  que  têm  cercas  do 
tipo  A  e  B ,  assinale  a  única  alternativa  cuja  parte  tracejada  da  figura  representa  o  conjunto  dos  pontos 
do  plano  que  satisfaz  as  condições  impostas. 


a) 


e) 


1 


d) 


i 


3 


1TK.  (ILF.MG-90)  O  conjunto  de  todos  os  valores  reais  de  x  que  satisfazem  a  desigualdade 


5*  0  é: 


x  +  í 


a)  vazio 


d)  |x  G  IR  :  x  ^  -1 : 


b)  [x  G  R  :  x  ç 


ii 


e)  |x  E  R  :  x  >  -1  j 


c)  jx  G  íR  :  x  <  -I ; 


x  +  /  . 


l-tv  (U.F.L'BERLÀNDIA-81)  O  domínio  da  função  real  f(x) 


e: 


x  +  2 


a) Jx  G  IR  j  -1  <  x  <  2> 

b)  |x  €  R  | 

c)  íx  G  R  | 


d)  !x  G  R 


1  a  x  >  2j 
I  v  x  >  2 


x  £ 


e)  Jx  G  R  ! 


1  ^  x  < 


l  ^  x  ^  2\ 
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3x  +  4 


■'ti  (EAESP-FGV-8Ü)  Resolver  a  inequação: 


>  /. 


2 


JT 


a)  2  <  x  <  3 


d)  x  £  3 

e)  n.d.a. 


b)  2  í  x  í  3 


c)  -3  ^  x  <  -1/2 


x  —  I 


I  + 


2 


>  /? 


(LLCESALVADOR-92)  Qual  é  o  menor  número  inteiro  que  satisfaz  a  inequação 


X  -  / 


/ 


2 


a)  0 


b)  I 


c)  2 


d)  3 


e)  4 


Função  quadrática 


1  51,  (PUC-MG-92)  Uma  função  do  2?  grau  é  tal  que/(0)  =  3,  /{!}  =  3  e/(-/) 

d)  “3 


9 ,  Enião  f(2)  è: 
e)  -5 


b)  2 


c)  3 


a)  0 


x?  +  bx  H-  o,  onde  í?cr  são  constantes,  passa  pelos  pomos  (fl,  0)  e  {/,  2 L 


(FUVEST-S9)  O  gráfico  de  f(x) 

Então  / 


2 


vale: 


3 


2 


2 


1 


I 


b) 


d) 


e)  4 


a) 


c) 


9 


4 


9 


4 


ax*  +  bx  -  1  contenha  os  pomos  (-2;  /  >  e  (1;  /  h 


(V.UNIF.RS-80)  Para  que  a  parábola  de  equação, v 
os  valores  de  a  e  b  são,  respeciivameme: 


1 


d) 


e  -3 


a)  3  e  -3 


3 


: 


1 


: 


b) 


e)  1  e 


e 


3 


3 


3 


: 


c)  3  e 


3 


2 


2x  +  A';  então,  k  pode  ser: 

ej  4 


155  (U.MACK  -80)  O  pomo  (A,  j?A)  pertence  à  curva  dada  por  /(r) 

a)  -2 


x 


b)  -I 


c)  2 


d)  3 


(U,ErCE-80)  Dados  ires  pomos  no  plano  cartesiano,  não  colirteares  e  com  abscissas  distintas  duas  a  duas, 

o  número  de  funções  quadráticas  que  podem  ser  encontradas  de  maneira  que  esses  pomos  pertençam  aos 

seus  gráficos  é; 
a)  0 


dl  mais  que  duas 


b)  I 


c)  2 


1 5 7  (VrUNJF,RS-80)  Os  números  mínimo  e  máximo,  respectivamente,  de  pares  ordenados  com  pelo  menos  uma 

coordenada  nula  que  o  conjunto 

((x;  y)  e  IR"  |  y 

pode  apresentar,  fixados  a  E  IR*,  ô  E  IR  e  c  E  lR,  são: 

a)  0  e  2 


2 


A 


ax~  +  bx  +  c) 


b)  ÍJ  e  3 


c)  I  e  2 


d)  I  e  3 


e)  2  e  3 


15*.  (U.F.RS-S2)  Se  x2  +  bx  +  c 


2 


0  e  2(x  *F  I) 


0  são  equações  equivalentes,  então  b  +  c  è: 

e)  5 


a)  I 


b)  2 


c)  3 


d)  4 
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lY-ix-  l)(x+4) 


(U.F.MG-9Q)  A  soma  de  iodas  as  raizes  da  equação  (x 
a)  -5 


í )  {x  +  1 )  é: 


{x 


b)  -2 


d)  5 


e)  6 


c)  2 


,  * "1 

160  (CESGRANRIO-85)  Os  valores  do  parâmetro  pt  para  os  quais  a  equação  x *  4  x 

uma  raiz  nula,  são: 

a)  2  e  5 


(P2  -  7p ) 


0  tem 


b)  ^5  e  -2 


c)  3  e  4 


d)  0  e  7 


e)  -7  e  3 


(CESGRANRIO-88)  Se  ê  igual  a  /  (um)  uma  das  raízes  de  x2  +  hx  4  c 
satisfazem  a  condição: 

c  -  1 


0,  então  os  coeficientes  è  e  c 


a)  b 


d)  b  +  e  =  1 

e)  b  —  c  -  1 


b)  bc  =  1 
e)  b  =  c 


(VUNESP-85)  Sempre  que  o  discriminante  da  equação  ax2  4  2bx  4  c 
b  í  0,  então  a,  b  e  c: 

a)  formam  uma  progressão  geométrica, 
bj  formam  uma  progressão  aritmética, 
c)  são  positivos. 


0  é  igual  a  zero,  com  a  ^  0  e 


d)  são  negativos, 

e)  sào  diferentes. 


2 


(FUVEST-83)  A  equação  jc 
a)  -í  e  1 


para  um  conveniente  valor  de  c,  admite  raizes  iguais  a: 
c)  - 1  ê  zero 


x  +  e 


b)  zero  e  2 


d)  I  e  -3 


e)  -]  e  2 


(LLF.RS-84)  A  equação  do  2?  grau  ax 2  4  ax  +  1 


0  tem  uma  raiz  de  multiplicidade  2,  Essa  raiz  é: 


I 


1 


1 


a) 


b) 


c) 


d)  2 


e)  4 


2 


4 


2 


65  (LLF.MG-82)  Se  a  equação  x 2  +  px  +  q 

L  e  q 

l  e  q  >  0 

t  e  q  <  0 


0  admite  raízes  reais  simétricas,  então: 

d)  p  =  0  e  q  >  0 

e)  p  =  0  e  q  <  0 


a)  p 


0 


b)  p 


c)  p 


2 


tf*  (LLRMG-89)  Considere  a  equação  do  segundo  grau*  em  xy  x 

|HBBB 

Pode-se  afirmar  que  o  conjunto  de  todos  os  valores  de  my  para  os  quais  a  diferença  entre  as  raízes  da  equa¬ 
ção  seja  4y  é: 


(fli  -  2)x  +  m  +  2 


(L 


a)  [2 


b)  >10! 


c)  -2.  101 


d)  í-2,  2! 


e)  12.  10 


tU.F.RS-83)  As  raizes  de  x2  +  2ax  +  a 

a)  naturais, 

b)  inteiros  negativos, 

c)  racionais  e  não  inteiros, 

d)  irracionais. 

e)  complexos  e  não  reais. 


2 


b2 


0 y  com  a  E  IR  e  b  E  R»  nunca  são  números: 


(F.SANTANA-83)  Considerem-se  dois  números  cuja  soma  é  18  e  cujo  produto  é  —  32,  A  soma  dos  inversos 
desses  números  é  igual  a: 


16 


9 


9 


I 


b) 


a)  "9 


d) 


c) 


e)  — 


9 


16 


18 


16 


(PUC-RJ-82)  A  diferença  entre  dois  números  é  28  e  seu  produto  é  535.  Então  sua  soma  é: 

e)  56 


a)  16 


b)  26 


c)  36 


d)  46 
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{~2;3Y! 


1  (PU C-S P-85 )  Qua I  c  a  função  do  2 ?  grau  cuja  única  rai l  é  —  3  e  çuj o  gráfico  passa  pelo  ponto  -4 

5x2  +  3Qx  +45 


d)  f(x)  -  x  +  I0x  +  21 


a}  f(x) 


5 


5 


15 


2 


e)  f(x) 


b)  f(x) 


x”  +  9 


x  + 


X 


4 


4 


2 


2 


C)  f(x)  =  — 5x  -20x  -  15 


5 


3 


,  respectivamenie,  a  soma  e  o  produto  das  raízes  da  equaçao 


(EESAN  I ANA-83)  Sejam 
2x 2  +  bx  +  c 
a)  -8 


e 


2 


2 


0.  O  valor  de  +  c  é: 


b)  -2 


c)  1 


d)  2 


e)  8 


2x 2  +  mx  +  /  slo  positivas  e  uma  i  o  dobro  da 


(PUC-MG-92)  As  raízes  da  função  quadrática  + 
outra.  A  soma  dessas  raízes  é: 

a)  2,4 


b)  2,1 


c)  1.8 


d)  1,5 


e>  1,2 


x  -  2 


-V 


0  tem  duas  raízes.  A  soma  e  o  produto  dessas  raízes 


(FUVE3T-84)  A  equação 


/ 


+ 


1 


x 


X 


suo  iguais  a; 


a)  -2 


b)  0 


c)  3 


d)  -4 


eí  I 


: 


(U.F.GO-80)  O  valor  de  k  para  que  a  soma  das  raízes  da  equação  (£  -  2)x *  -  3kx  +  /  =  0  seja  igual 
ao  seu  produto  è: 

a)  1/2 


b)  1/3 


c)  2/3 


d)  -3/2 


e)  -1/3 


2 


(PUGSP-85)  Se  as  raízes  da  equação  x  +  hx  +  12 

0,  entào: 


0  são^  cada  uma,  7  unidades  maiores  do  que  as 


raízes  de  x2  +  jx  +12 


a)  0  -  -5 

b)  0  =  5 


d)  J  -  7 


e)  faltam  dados  para  determinar  *3 


c)  0 


7 


x 2  +  bx  +  c.  Um  polinómio  do  2?  grau  cujas  raízes  são  iguais  ao  dobro 


(CESGRAN R 10-80)  Seja  P{ x) 
das  de  P(jr)  é: 

a)  4x2  +  2bx  +  4c 

b)  x“  +  2bx  +  2c 

c)  2P(x) 


2 


d)  x 


bx  +  c 
e)  x2  +  2bx  +  4c 


ÍU.C.  SAL  VA  DOR -91)  Um  professor  dispunha  de  144  doces  para  dividir  igual  me  me  entre  os  alunos  de 
sua  classe.  Como  no  dia  da  distribuição  faltaram  12  alunos,  ele  dividiu  os  144  doces  igualmente  entre  os 
presentes,  cabendo  a  cada  aluno  /  doce  a  mais*  O  número  de  alunos  presentes  no  dia  da  distribuição  era; 

d)  48 


a)  36 


b)  40 


C)  42 


e)  50 


(PUC-SP-80)  A  equação  *  +  y 

a)  não  admite  solução  com  .v  >  0  e  y  >  0. 

b)  admite  solução  com  x  <  0  e  y  <  0 . 

c)  tem  uma  única  solução  reaL 

d)  tem  exatameme  duas  soluções  reais. 

e)  não  admite  solução  em  que  x 


X  ■  y  com  duas  incógnitas  reais; 


L 


(U.C.SALVADOR-91)  Um  especulador  comprou  dólares  na  segunda-feira  gastando  90 


cruzeiros.  Na 

terça-feira,  com  o  dólar  J0  cruzeiros  mais  caro,  o  especulador  voltou  a  comprar  dólares,  gastando  144  000 
cruzeiros.  Nos  dois  dias,  ele  comprou  1  500  dólares.  Quantos  foram  comprados  na  terça-feira? 


a)  I  100 


b)  1  050 


e  )  900 


c)  1  000 


d)  950 
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(U.F.PE-8J)  Sabendo-se  que  a  soma  dos  quadrados  das  idades  de  Pedro  e  Paulo  é  S  e  que  o  produto  das 
mesmas  é  P,  assinale  a  alternativa  cuja  equação  tem  como  raízes  as  respectivas  idades. 

{çS  +  2P  )x  +  P 

PX  +  S 


m. 


2 


2 


SX  +  P 

b)  X2  -  (vS  +~2p)x  +  JS  TlP 

c)  X2  +  SX 


a)  X 


0 


d)  X 


0 


2 


0 


e)  X 


0 


P  =  0 


2 


(U.F.MG-81)  Uma  das  raízes  da  equação  ax 


0 ,  com  a  4  0,  é  x 

d)  -1 


0,  A  outra  raiz  é: 


ax  +  c 


181. 


i 


e>  ”2 


a)  2 


b)  1 


c)  0 


2 


(CESGRANRIO-84)  Seja  7  a  diferença  entre  as  raízes  da  equação  4x 

constante  c  é: 


0 .  Então,  o  valor  da 


182. 


20x  +  c 


a)  -24 


b)  -20 


c)  -16 


à)  4 


e)  5 


J 


2 


(CESGRANR 10-83)  Se  m  e  n  sao  as  raízes  de  x 


6x  +  10 


0,  então 


vale: 


183, 


+ 


m 


n 


3 


1 


a)  6 


b)  2 


c)  1 


d) 


e) 


5 


6 


(U.FORTALEZA-82)  Se  a  soma  dos  quadrados  das  raízes  da  equação  x2  +  px  +  !0 
valor  de  p2  é  múltiplo  de: 

a)  2 

(U.C.MG-82)  A  equação  (jr^  +  2x)}  -2(x2  +  2x)  -  3 

b)  -I 


184. 


0  é  igual  a  29,  o 


b)  3 


c)  5 


d)  1 


0  lem  uma  raiz  dupla  igual  a: 

e)  3 


185. 


d)  1 


a)  “3 


c)  0 


(FGV-81)  Equação  de  oferta  ( Eo )  é  uma  função  econômica  que  relaciona  o  preço  de  venda  unitário  (/>) 
com  a  quantidade  (jr)  oferecida  pelo  produtor.  Equação  de  demanda  (Ed)  é  uma  função  econômica  que 
relaciona  preço  de  venda  unitário  (p)  com  a  quantidade  (jr)  demandada  pelo  consumidor. 

Seja  Eo  =  2x  +  p  -  10  =  0 

8x  5  =  0 

Determinar  o  ponto  de  equilíbrio  (PE)  entre  as  2  funções. 

Mola:  1,  O  PE  é  dado  por  um  par  de  valores  ( x ,  p }  que  satisfaz  as  duas  equações. 

2.  Em  Economia,  só  interessam  valores  x  £  0,  p  ^  0, 

a)  (-9,00;  D,  50) 

b)  (2,90;  4,00) 

c)  (0;  0) 


186. 


: 


H  : 


P 


d)  (2,50;  5,00) 

e)  n,d,a. 


(TJ.F.RS-81)  O  maior  número  real,  cuja  soma  com  o  próprio  quadrado  é  igual  ao  próprio  cubo,  é: 

í  -  J5 


187. 


1 


s  3 


1  +  v  5 


3  +  v5 


a)  0 


b) 


d) 


e) 


2 


2 


2 


2 


(FGV-81)  Uma  empresa  produz  quantidades  xty  de  duas  substâncias  químicas,  utilizando  o  mesmo  pro¬ 
cesso  de  produção,  A  relação  entre  x  e  y  é  dada  por: 


188, 


(x  -  2)  (y  -  3) 


48 


Essa  equação  é  denominada  curva  de  transformação  de  produto.  As  quantidades  jr  e  y  que  devem  ser  pro¬ 
duzidas  de  modo  a  se  ter  x 

a)  x  <  20 

b)  x  <  20 

c)  x  <  10 

d)  x  >  20 

e)  x  <  10 


2y  são  tais  que: 


y  >  10 


e 


y  <  10 


e 


y  <  io 


e 


y  <  10 

y  <  5 


e 


e 
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‘  (CESGRANR 10-81)  Se  O  par  (xt  y)  de  números  reais  é  solução  de 

x2  -  y2  —  5 
xy  =  6 

podemos  concluir  que  {x  -  y)2  é: 

b)  l 


d)  5 


e)  36 


a)  0 


c)  >  5 


ax2  +  bx+  c  renha  um  mínimo  no  ponto  (0,  4), 


iw.  (U.F.MG-9G)  Para  que  o  trinómio  do  segundo  grau 

os  números  reais  a ,  b,  c  devem  satisfazer  as  seguintes  condições: 


a)  a  <  0,  b 

b)  a  >  0,  b 

c)  a 


4 


d)  a 

e)  a 


4,  b  <  0,  c 
4,  b  >  0,  c 


0 


0,  c 

0,  c 


0 


4 


1.  b 


0,  c  >  4 


ax2  +  bx  +  ct  (a  #  0),  com  a,  b  e  c  reais,  tem-se  y  máximo  para  x 


191.  (U.MACK.-8G)  Em  y 


2.  Então: 


b 


b 


a) 


4  e  a  <  0 


d) 


4  e  c  <  0 


a 


d 


b)  b 


4a  com  a  e  c  quaisquer 


4  e  a  >  0 


e)  b 


b 


4cí  qualquer 


c) 


a 


de  U2  +  y  é: 


J,  o  valor  mínimo 


(U.F.PR-83)  S t2x  +  y 


,45 


45 


2 


1 


d)  - 


e)  v3 


b) 


c) 


a) 


5 


5 


? 


5 


m.  (U.F.MG-92)  Uma  das  raízes  de  f{x) 

(5,  12).  Podo-se  afirmar  que  o  mínimo  da  função  é: 


(jr  -  a)  (A'  -  b)  è  igual  a  4  e  o  gráfico  de/ passa  peio  pomo 


12! 


3 


121 


3 


a) 


b) 


c) 


d} 


e)  -  28 


2 


8 


4 


4 


ax2  +  bx  +  c  passa  pelos  pomos 


(ITA-80)  No  sistema  de  coordenadas  cartesianas  ortogonais,  a  curva  y 
(7,  /),  (2,  rn)  e  (m,  2),  onde  m  é  um  número  real  diferente  de  2.  Sobre  esta  curva  podemos  afirmar  que: 


a)  Ela  admite  um  mínimo  para  todo  m  tal  que  J/2  <  m  <  3/2. 

b)  Ela  admite  um  mínimo  para  todo  m  tal  que  0  <  m  <  1. 

c)  Ela  admite  um  máximo  para  todo  m  tal  que  —1/2  <  m  <  J/2 , 

d)  Ela  admite  um  máximo  para  todo  m  tal  que  1/2  <  m  <  3/2 . 

e)  Ela  admite  um  máximo  para  todo  m  tal  que  0  <  m  <  1. 


6x  +  S  è: 


(PUC-MG-92)  O  pomo  extremo  V  da  função  quadrática  f(x) 

í 3 ■  -/)■ 
í-i*  + J  I 

ü,  +/). 

(3,  -/). 


A' 


áximo,  sendo  V 


a)  um 

b)  um  mínimo,  sendo  V 

c)  um  máximo,  sendo  V 


d)  um  mínimo,  sendo  V 

e)  um  mínimo,  sendo  V 


m  (U .FORTALEZA  81)  Considere  a  função /:  R 

corretamente  que: 

a)  o  vértice  do  gráfico  de  /  é  o  ponto  (i,  4), 

b)  /  possui  dois  zeros  reais  distintos. 

c)  /  atinge  um  máximo  para  x 

d)  o  gráfico  de  /  é  tangente  ao  eixo  das  absrissas. 


R,  definida  por  /{a) 


2a  +  5.  Pode-se  afirmar 


x 


L 
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(CESESP-86)  Um  fabricante  vende,  mensalmeiue,  x  unidades  de  um  determinado  artigo  por 
V(x)  =  x'  —  x,  sendo  o  custo  de  produção  dado  por  c{x)  —  2x2  -  7x  +  8 ,  Assinale  a  alternativa  corres¬ 
pondente  ao  número  de  artigos  que  devam  ser  vendidos  mensalmente  de  modo  que  obtenha  o  lucro  máximo. 

a)  quinze  unidades 

b)  cinco  unidades 

c)  mil  unidades 


d)  três  unidades 

e)  nenhuma  unidade 


'  EU-F.GO-84)  Seja  A  (x)  a  área  do  triângulo  cujos  vértices  são  os  pontos  {0f  0 ),  (xr  0)  c  (x\  x),  Emão  para 
0  <  x  <  }>  podemos  afirmar  que: 

a) 

b)  y 

c)  o  valor  máximo  de  y 

d)  v 


A  (,v)  é  uma  função  crescente  de  _v. 

A  (r)  não  define  função. 


A  W  e  /* 

A  (x)  é  uma  função  linear. 


/ 


/ 


e)  o  valor  de  A  (x)  para  x 


é 


2  4 


W  (U.F.PE-S5)  Um  fabricante  pode  produzir  sapatos  ao  custo  de  CzS  200,00  o  par.  Estima-se  que,  se  cada 

par  for  vendido  por  x  cruzados,  o  fabricante  venderá  por  mês  800  -  x  ( 0  ^  x  ^  800)  pares  de  sapatos. 
Assim  o  lucro  mensal  do  fabricante  ê  uma  função  do  preço  de  venda.  Assinale  a  alternativa  que  indica 
em  cruzados  o  preço  de  venda,  de  modo  que  o  lucro  mensal  seja  máximo* 

e)  600 


aí  200 


b)  500 


d)  350 


ej  400 


2 


5x  +  6 .  Assinale  a  alternativa  correi 


200.  (U.F.PE-81)  Considere  a  seguinte  função  quadrática  f(x) 

pondente  ao  conjunto  de  todos  os  pontos  onde  esta  função  é  crescente. 


.v 


;  21  U  [3;  +°°) 


a  ( 


d)  (2,5;  +°°) 

e)  |2;  2,5] 


ÜO 


b)  [2;  3| 

e)  2,5) 


(VUNESF-84)  Uma  função  quadrática  tem  o  eixo  dos  v  como  eixo  de  simetria,  A  distância  entre  os  zeros 
da  função  é  de  4  unidades,  e  a  função  tem  -5  como  valor  mínimo.  Esta  função  quadrática  é: 


5  i 


5x:  -  4x  -  5 


d)  y 


5 


a)  y 


4 


5 


2 


b)  y  =  5x;  -  20 


20 


e)  y 


X 


4 


5 


1 


C)  v 


5x 


x 


4 


2 


1  2  (U.F.SE-84)  O  gráfico  da  função /  de  iR  em  R,  definida  por  f(x) 

ce  é  o  ponto: 


2x 


x  é  uma  parábola  cujo  vérti- 


1 


1 


1  1 
4  1  8 


d) 


a) 


4  1 


1 


1 


1*  i 

4  1  8 


b) 


e) 


4  '  2 


1 


1 


0 


4  ’  S 


2 


(PUC-RS-80)  A  imagem  da  função/ :  IR 

a)  1-3;  +») 

b)  (-1;  +°°) 

c)  10;  +°°) 


IR,  definida  pur  /(.v)  =  x 

d)  -1) 

e)  <-«;  -lj 


/  é  O  intervalo: 
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; 


(V.UNIF.RS-SO)  A  imagem  da  função  / :  IR 


|R  definida  por  /(jc) 

d)  7/4;  +«=} 


x  +  x  —  2  è: 


2. 


a)  ( 


CO 


b)  2;  +°°) 


O  ( 


00' 


(PUC-MG-92)  O  conjunto  imagem  da  função/:  | 


/. 


iR  defimda  por  /UI 


2x*  +  /  é  : 


2Ü5. 


\ 


a)  ly  Êfijyí  1 1 


c)  y  E  IR;  3  «S  y  <  5 

d)  Jy  E  iR;  i 


b)  iy  E  IR;  1  íy<  3; 


y  í  5i 


-  (LLF.PA-85)  A  parábola  de  equação  y 

b>  x  =  -2 


14  é  simétrica  em  relação  ã  reta: 


x 


a)  y 


7 


d)  x  =  5/2 


e}  y 


\ 


\ 


x 


x \  Representando-a  gra- 


(UX.SALVADOR-9J )  Considere  a  função/  de  IR  em  Rt  dada  por  f(x) 

ficameme  no  plano  cartesiano,  obteremos: 


4x 


a) 


c) 


e) 


d) 


b) 


v 


i 


o 


4 


x 


(H.  (U.EA1G-90)  O  gráfico  da  função  quadrática  y 


OX  +  bx  +  c  é: 


Pode-se  afirmar  que: 

a)  a  >  0,  b 

b)  a  >  0f  b 

c)  a  >  0,  b  >  0,  c 

d)  a  <  0,  b 

e)  a  <  0,  b  <  0*  c 


0,  c  <  0 

0,  c  >  0 


0 


0,  c  >  0 


0 
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iiMj  (U.MACK  -80)  A  equação  que  melhor  se  adapta  à  curva  é  dada  por: 


: 


a)  {x 


D 


2 


b)  (x 


1  r  =  -8(y  -  2} 

2):  =  8(x  -  t) 

2)*  =  ~8(x  -  1}: 

-8<y  -  2) 


c)  (y 


d)  (y 

e)  jt 


21b  (U.F.PE-81)  O  gráfico  abaixo  representa  a  função  real  f(x) 

Assinale  a  única  alternativa  correta. 


2 


a)  b 


4ac  >0  e  a  >  0 
4bc  >0  e  b  >  0 


b)  a" 


4bc  >0  e  b  <  0 


c) 

d)  b1 

e)  a  <  0  e 


4ac  >  0 


a  <  0 


e 


0 


c 


2  ■'  (C  ESG  RA  NR  10-80)  O  gráfico  do  trinômio  do  2?  grau  x:  +  bx  4-  c  è  o  da  figura: 

Podemos  concluir  que: 

L  e  c  =  0 

b) b  =  Ü  e  c  =  - 

c)  b  =  I  e  c  =  1 

2  e  c  =  0 

e)  b  —  4  e  c  =  0 


v 


i 


a)  b 


I 


d)  b 


o 


X 


I 


1 


V 


2 


212.  (LLF.MG-92)  O  gráfico  da  função  quadrática y 

ximo  do  eixo  das  abscissas  e  passa  pelo  ponto  {I,  4  b 
Todas  as  afirmativas  sobre  essa  função  estão  corretas,  exceto: 

a)  A  função  nào  tem  raízes  reais, 

b)  Obrigatoriamente  se  tem  a  >  0, 

c)  O  eixo  da  simetria  do  gráfico  é  a  reta  x  - 

d)  O  gráfico  passa  pelo  ponto  (PT  4). 

e)  O  gráfico  corta  o  eixo  dos  y  no  ponto  I  07 


+  bx  +  c,  a  ^  0,  tem  (5»  3 }  como  ponto  mais  pró- 


ax 


5 . 


U 


3 
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2 


a 2 X2  4-  c 2  com  representações  gráficas 


213.  (LLF.PE-85)  Considere  os  trinõmios  tjfx) 

dadas  por: 

Assinale  a  alternativa  correta: 

a)  a,  >  a: 

b)  a,  <  a; 

c)  a,  <  a 

d)  a]  >  e  ct  >  c2 

e)  a,  >  a,  e  c,  <  c. 


apc*  4  Cj  e  t , 


v  i 


c»  <  c 


e 


: 


: 


ç  C,  <  Cj 

e  e.  >  e 


ÍX,  txl) 


: 


t 


: 


fü,  t.  1*0) 


0 


x 


214.  (VUNESP-85)  A  equação  cujo  gráfico  está  imeirameme  abaixo  do  eixo  dos  x  é: 

a)  y  =  2x: 

b)  y  -  -x2  4  4x 

c)  y  =  x:  -  10 


5 


d)  y 


4x 


X‘  +  5 


2\2  +  4x 


e>  y 


4 


x~  4  px  4  q  tem  uma  só  interseeção  com  o  eixo  dos 


215.  (LLF.PA-85)  O  gráfico  da  função  quadrática  y  = 

.y;  Então  os  valores  de  p  e  q  obedecem  â  relação: 

p2/4 


d)  q: 

e)  q: 


a)  q 


4p 


1 


b)  q 


4p 


p:/4 


c)  q 


:p>  (U.F.SE-84)  O  trinômio  y 

a)  k  >  4 

b)  0  <  k  <  4 

c)  k  >  0  e  k  ^  4 


x  4  2kx  4  4k  admitirá  duas  raizes  reais  e  distintas  se,  e  somente  se: 


d)  k  <  0  ou 

e)  k  *  0  e  k  4  4 


k  > 


r  (PUC-CAMP-80)  Em  relação  ao  trinômio  -Jt*  +  x  8  podemos  afirmar: 

a)  é  positivo  para  todo  real  x\ 

b)  tem  2  zeros  reais  distintos. 

c)  é  negativo  para  todo  real  x\ 

d)  muda  de  sinaí  quando  x  percorre  o  conjunto  de  todos  os  números  reais. 

e)  n.d.a. 


2x:  4  Sx  ~  I  è: 


*  (U.E.BA-84)  O  trinômio  y 
a)  negativo,  v  x  E  IR, 


/ 


b)  positivo  se  a  4  /  e  x  #  —  . 


2 


c)  negativo  se  -/  <  +v  <  /. 


/ 


d)  positivo  se 


<  x  <  J. 


2 


1 


e)  negativo  se  x  > 


2 


2 


21*4  (U.C.MG-81)  A  solução  da  inequação  x 


£  .y  é  o  intervalo  real: 

d)  1-1;  lj 

e)  O;  t 


;  -i| 


a)  ( 


QQT 


b)  |-1;  +®) 

c)  l-i;  01 
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2 


(U.E.LGNDRlNA-84)  O  conjunto  dos  valores  reais  de  x,  que  tornam  verdadeira  a  sentença  2x 


x  <  /,  é: 


1 


1 


a)  x  6  IR 


d)  x  e  IR  | 


<  x  <  I 


2 


2 


1 


1 


b)  x  E  IR  .  x  >  I  ou  x  < 


e}  x  E  lR  ,  x  < 


2 


2 


c)  x  E  IR  x  <  I 


/ 


(CESGRANRKQ-81)  O  menor  inteiro  positivo  N  tal  que  3n  < 


, V  ( N  -  /  )  é: 


2 


ej  9 


a)  5 


b)  6 


c)  7 


d)  8 


f/i (~x2  +  3x  -  2).  O  conjunto  de 


(U.F.MG-89)  Seja  /uma  funçào  real  de  variável  real  dada  por  f(x) 

todos  os  numeros  reais  no  qual/ está  definida  é: 

a)  (x  £  IR  :  x  <  1  ou  x  >  2] 

b)  [x  6  R  :  0  <  x  <  ij 

c)  [x  E  R  :  1  <  x  <  2] 


d)  IR 

e)  |x  E  IR  :  2  <  x  <  3; 


2 


L  (UN1CAP-87)  Seja/:  lR 


R  a  funçào  definida  por/(x) 
que  indica  os  valores  de  A'  €E  IR  para  os  quais  sç  tem  f{x)  ^  0  qualquer  que  seja  x. 


9x 


6x  +  k.  Assinale  a  única  alternativa 


a)  K  >  0 


b)  K  <  -3 


c)  K  ^  3 


d)  K 


e)  K  £  I 


1 


(FGV-88)  O  lucro  L  de  uma  empresa  é  dado  por  L 
lucro  será  positivo  se,  e  somente  se: 

a)  2  <  x  <  5 

b)  x  >  7  ou  x  <  l 

c)  1  <  x  <  7 


x*  +  Sx 


7,  onde  .v  è  a  quantidade  vendida.  O 


d)  0  <  x  <  12 

e)  x  >  12 


(U.F.MG-87)  O  maior  número  a  tal  que  a  se  x 

c)  4 


2 


4x  +  12  para  qualquer  valor  real  de  x  e: 

e)  8 


b)  -6 


a)  “8 


d)  6 


226 


2 


(CESGRANRfO-91)  À  menor  solução  inteira  de  x 

b)  -4 


2x  -  35  <  0  t 

d)  - 2 


a)  -5 


c)  -3 


e)  -I 


(UNESP-91)  O  conjunto  solução  da  inequação  {x  -  2)1  <  2x 
to  iRt  está  definido  por: 

a)  1  <  x  <  5 

b)  3  <  x  <  5 

c)  2  <  x  <  4 

(CESGRANRlO-89)  As  soluções  de  x*  —  2x  <  0  são  os  valores  de  x  pertencentes  ao  conjunto: 

a)  (0,  2) 

b)  (-»,  0) 

c)  (2,  +®> 


/  considerando  como  universo  o  conjun 


d)  1  <  x  <  4 

e)  2  <  x  <  5 


228. 


d)  {“®,  0)  U  (2,  +») 

e)  (0*  +») 


22* 


(CE.SGRANRfO-90)  Se  a  equaçao  ÍOx2  +  hx  +  2 
a  condição: 

a)  -4^5  <  b  <  4/5 

b)  b  <  4v 5 

c)  b  >  4 <5 


0  não  tem  raízes  reais,  então  o  coeficiente  h  satisfaz 


d)  0  <  b  <  8>5 

e)  -8Ç5  <  b  <  0 
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ã 


(CE5GRÂNRJ088)  Se  a  equação  7a 
condição: 

a)  b  < 

b)  Ibl 

c)  -2Ó4  <  b  <  2si4 


+  bx  +  2 


0  não  admite  raizes  reais,  o  coeficiente  b  satisfaz  a 


d)  —14\  2  <  b  <  14,2 

e)  b  <  14\  2 


]4\2 


2\  14 


■(LLF.MG-90)  O  conjumo  de  iodos  os  valores  inteiros  de  k,  para  os  quais  o  irmcmio  do  2?  grau  em  a, 

x2  +  (k  +  1/ ir  ■+■  k,  não  tenha  raízes  reais,  é: 


/ 


y 


k 


d)  1-2»  -1,0! 
e}  |-2 


2,  -1,  M 

T  O,  1»  2] 
c)  i-2,  -ls  0,  M 

{FATEC87)  Os  valores  de  k ,  k  E  2,  para  os  quais  a  equação  kx:  +  9  =  kx  -  3  não  admite  solução  reaí, 
pertencem  ao  intervalo: 

a)  | 

b)  -10,  -5j 


a)  -3, 


11 


b) 


2 


'■ 


■ 


I0Í 


d)  0,501 


e)  48,  100 


.0| 


c) 


(\LUNlF.RS-80)  O  conjunto  x  E  IR  /{ x)  <  0,,  onde  / :  IR 

+  a  \  com  a  <  0,  é: 


é  definida  por  / (a  ) 


ax~  -3-  2a  ‘x  + 


a)  0 


d)  (-»;  a)  U  (a:  +M) 

e)  (“a;  a) 


b)  (— «;  -a)  U  (^a:  +°°) 


;  -a)  U  (a;  +«►) 


<=)  ( 


oo- 


(U.MACK.-81)  Para  rodo  x  real  x2 

b)  IkI  <  4 

235  {F.  CL  M .  ST  A .  CÀSÀ-82)  A  função  quadrática  /  definida  por  f(x) 

valores  estritameme  positivos  se,  e  somente  se: 


Kx  +  4  >  0  se,  e  somente  se: 

c)  I K I  >  4 


d)  \K\  >  4 


e)  lK\  0 

1  }x '  +  2mx  +  3m,  assume 


a)  iK  £4 


3 


3 


e)  m  <  0 


a)  m  <  0  ou  m  > 


c)  m  > 


2 


2 


3 


d)  m  <  1 


b)  0  <  m  < 


2 


(LEF,MG-92)  Seja /e  g  funções  reais  de  variável  real  tais  que  g (a) 
o  gráfico  representado  na  figura. 


/  e  a  função /  do  segundo  grau. 


x 


O  conjunto  solução  da  desigualdade  /(a)  *  s>(a)  ^  0  é: 


a)  \x  £  R  :  x  í  2  ou  x  ^5 


d)  0 


► 


b)  x  E  IR  :  1  ^  x  < 


ou  x  ->  5| 
c)  |x£fi:2íx<5ouxí  I 


e)  IR 
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T  (LLF.MG-89)  O  conjunto  de  todos  os  sal  ores  reais  de  v  que  satisfazem  a  desigualdade 


.2 


9f  (. x  -  3Y  <  0  ê: 


(x 


a)  \  €  IR  :  x  < 


V 


d)  |x  e  IR  :  3  <  x  <  9 

e)  [x  E  IR  :  x  >  9 


b)  [x  E  IR  : 


3  <  x  <  3 


c)  [x  E  IR  :  x  >  3] 


vv  {LLF.PA-84)  Sejam  os  conjuntos: 

A  =  [x  e  ir  -  l  <  0,  e 

B  =  X  €  OI x1  -  2x!  +  x  =  0 
Então*  An  B  é: 


) 


a)  1-1;  1 


d}  |0;  1| 
e)  0;  II 


b)  :0;  -II 


c)  í-1,  0f  i; 


5 


\T 


(EAESP-FGV-80)  Determinar  o  domínio  da  função:  f{x) 


.*  „2 


/ 


\A 


a)  (x  EiR 

b)  {x  £  R  x  ^  -1  oux  ^  1) 

e)  (x  E  R  -  v  5  ^  x  <  \  5 ) 

d)  (x  E  IR  x  <  -“1  ou  x  >  1) 


5  ou  x  ^  ^  5  ) 


S 


e)  n.d.a. 


(FGV-81)  Dado  o  sistema  de  inequações: 


2x:  +  3x  +  2  ^  0 


2  <  í) 


x“  +  x 


o  intervalo  que  satisfaz  estas  inequações  tem  amplitude: 

c)  infinito 


ei  md.a. 


a)  3/2 


b)  1/2 


d)  1 


\  ,r’  -  2a  +  J  e  g  (a  ) 


2  ’  1  (LEF.RS-84)  As  funções  reais  j  c  g  são  definidas  em  D  por  /(a) 

Se  /  =  gw  então  D  é  subconjunto  de: 


L 


x 


a)  -1;  0j 


b)  |0:  l| 


e)  (1:  +°° 


c  ( 


00' 


242  (U.F.MG-92)  Observe  a  figura. 


A  arca  do  retângulo  hachurado  está  compreendida  entre  28  e  108. 

O  intervalo  que  contém  todos  os  valores  de  x  que  satisfazem  tal  condição  é: 

d)  (5,  11) 


a)  (2,  8) 


b)  0,  9) 


c)  t4,  6) 


e)  (7,  Ui 
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IOx  -  x*t  representa  a  área  (não  nula)  de  qualquer  retân¬ 
gulo  de  perímetro  20,  sendo  X  a  medida  de  um  dos  lados.  Ernão  o  domínio  de  /  é,  necessariamente: 

d)  ü  <  x  <  5 
e}  5  ^  x  <  10 


24  (LLF.VIÇOSA-90)  A  função/,  dada  por  f{x) 


a)  5  ^  x  <  10 


b)  0  <  x  <  10 


c)  0  <  x  <  5 


A'  {X  +  2  ) 


(EAESP-FGV  80)  A  inequação 


>  0  tem  como  solução: 


2 


/ 


-V 


a)  x  <  -2  ou  x  >  l 

b)  x  < 


d)  x  ^  - 

e)  n.d.a* 


2  ou  x  ^  1 


2  ou  x  ^  ! 


2  ou  x  >  1 


.2 


2x 


x 


( C  ESG  R  A  N  RIG-90)  As  soluções  de 


<  0  são  os  valores  de  x  que  satisfazem: 


x  +  ; 


a)  x  <  0  ou  x  >2 

b)  x  <  2 

c)  x  <  t) 


d)  0  <  x  <  2 


e)  x  >  2 


‘  +  ax  +  1 


x 


(U.f \MG-8")  O  conjunto  dos  valores  de  a,  para  os  quais  a  desigualdade 
qualquer  que  seja  o  valor  real  de  xt  è: 

a)  ía  E  R  ;  a  <  0j 

b)  |a  G  IR  ;  a  ^ 

c)  la  E  IR  ; 


^  0  é  verdadeira 


: 


jr  +  4x  -  5 


d)  o  conjunto  vazio 

e)  a  6  IR  ;  a  ^  2 


2  ou  a  ^  2í 


2  ^  a  ^  2 


(X  +  /  }  {x  -  2 )  (x  4  2 ) 


(U.C.SALVADOR-91)  No  universo  IRP  o  conjunto  solução  da  inequação 


>  0é: 


X  -  4 


a)  x  6  IR 

b)  x  E  IR 


1 


x  > 


X  > 


c)  Jx  E  IR 


1  e  x  #  2 

I  <  x  <  2| 

2  ou  x  >  2f 


x  > 


d)  Jx  E  IR 

e)  [X  E  IR  x  < 


2 


12' 


X 


X 


-’4v  (U.f.CE-91)  Seja  g(x ) 


2 


A’ 


Se  .v  E  IR:  gíx)  <  0 


ip<  q)  U  ( 4 ,  +«).  então  q 


p  é  igual  a: 


b)  6 


a)  5 


C)  7 


d)  8 


4  +  X' 


T*  (U.F.PA-85)  O  domínio  da  função  y 


e  o  conjunto: 


x 


2 


\  V 


3x  -  4 


a)  I — 1;  4[ 

b)  I—;  -2)  U  1-1;  2|  U  ]4;  +«] 

c)  1-2;  1  U  |2;  4|  U  \0\ 


d) 


;  ~l|  U  ;4;  +»  U  [0 
.  -1|  U  |4;  +» 


c) 


OG 


.2 


Sx 


X 


(PUC-MG-92)  Os  valores  de  x  E  IR  para  que 


<  0  são: 


<lx2 


4 


a)  0  ^  x  ^  3 


d) 


2<x^0ou2<x£3 

2  ou  x  >  2 


b)  x  *  -2 


e)  x  < 


c) 


1 


<  x  ^  3 
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(PUC-SP-84)  Sejam /e  g  funções  reais  de  domínio  real,  onde: 

f(x)  >  0  somente  para  x  ^  3  ou  para  x  ^ 
g{A)  >  0  somente  para  /  ^  x  <  5t 
f(x)  A  0  e  g{jr)  #  0  para  todo  x  real. 

Nestas  condições 


2y 


m 


<  0  somente  para: 


8(x) 


a)  x  <  -2  ou  3  <  x  <  5 


d)  x  <  -2  ou  1  <  x  <  3  ou  x  >  5 


b)  “2  <  x  ou  x  ^  S 


e)  —2  ^  x  <  3  ou  x  ^  5 


c)  x  ^  3  ou  x  <  1  ou  x 


2 


/ 


A 


(FATEC-8S)  O  conjunto  solução  da  inequaçao 


)  /,  no  universo  IR,  é: 


2 


4X+  3 

d)  J3,  4] 

e)  |3,  4[ 


X 


a)  1"»,  3|  U  [4,  +*>| 

b)  R  -  13,  11 
O  [3,  4] 


/ 


(LLF.MG’87)  A  solução  da  inequação  x  + 


^  2  é: 


x 


a)  |x  £  IR  :  x  < 


L 


d)  (x  €  IR  :  x  ^  1 1 

e)  (x  e  R  :  x  <  Oj 


1  ou  x 

b)  ix  E  IR  :  x  <  0  ou  x 

c)  [x  E  IR  :  x 


i: 


H 


2 


(U.MACK.-8Ü)  Considere  a  função,  de  IR  em  íR,  definida  por  y  =  ax~  +  bx  4-  ct  onde  b~  —  4ac  <  0  e 
ff  <  0,  Então: 

a)  y  >  0  se  x  for  interior  ao  intervalo  das  raízes. 

b)  y  >  0  se  x  for  exterior  ao  intervalo  das  raízes, 

c)  y  <  0  para  todo  x  E  lR. 

d)  y  >  0  para  todo  x  6  IR. 

e)  existe  um  único  x  E  R  tal  que  y  —  0. 

(FATEC-8&)  Seja  a  equação  do  2?  grau  2mx:  —  2x  -  ( 3m  +  2)  =  0 ,  onde  x  E  lR  em  E  íR*.  Para  que 
.V  e  x”  sejam  raízes  da  equação  e  x*  <  I  <  x*\  deve-se  ter  m  pertencente  ao  conjunto: 


a)  0| 

b)  [-1,  +oo  *  |0, 


c)  j-»*  -4  U  0T 


d)  1-3,  0[ 

e)  H»,  5[  -  \Ú\ 


Função  modular 


(U.F.MG-92) 


3  se  A*  ^ 


2 


x 


Considere-se  a  função  /  :  lR 


IR,  definida  por  f(x) 


2x"  +  /  se  -2  <  a-  <  3 


5  se  a  ^  3 


Pode-se  afirmar  que  o  valor  de/{7r)  +  2f{s5 )  +■  f(-2)  é: 

b)  13 


e)  2tt“  +  I 


a)  10 


c)  22 


d)  25 
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(U.RFA-84)  Dada  a  função  /  :  R  - 

-5  se  x  é  racional 
3  se  x  é  irracional, 

quanto  vale  a  expressão  /  (“y  2  )  -  / 


IR  definida  por 


m 


m 


2 


? 


3 


d)  6 


e)  8 


a)  -IO 


b)  —8 


c)  0 


(U.F.MG-92)  Considcre-sc  a  Função  definida  por 

x1  se  x  é  racional 

x  sç  x  é  irracional 


m 


1 


O  valor  de }{2)  +  2f{,2)  -  4f 


e: 


2 


d)  3  \  2 


a)  4  -  2y  2 

b)  5  -  2%  2 

c)  2y  2 


e)  7 


(FUVEST-91)  A  moeda  de  um  pais  é  o  “liberar1,  indicado  por  £.  O  imposto  de  renda  /  é  uma  função 
contínua  da  renda  /?,  calculada  da  seguinte  maneira: 

L  Se  R  ^  24  000  í,  o  contribuinte  está  isento  do  imposto, 

ÍL  Se  R  ^  24  00QE, ,  calcula-se  J5%  de  R,  e  do  valor  obtido  subtrai-se  um  valor  fixo  P *  obtendo-se  o  impos¬ 
to  a  pagar  L 

Determine  o  valor  fixo  P . 


d)  6  000 £ 

e)  24  000X 


a)  l  2QQ£ 

b)  2  400£ 

c)  3  600 £ 


x  +  /,  se  0  ^  x  ^  2 


(CESGRANRIO-88)  Seja  f(x) 


5 


XT  se  2  <  x  <  J 


0  e  pelo  grá fico  da  /(a)  é : 


A  area  da  região  limitada  por  x 


0 ,  v 


19 


15 


17 


d)  9 


e) 


a) 


b)  8 


O 


7 


2 


2 


(CESGRANRIQ-84)  Seja/ a  função  definida  no  intervalo  aberto  (-/;  +/)  por 


/ 


x 


;  cnLao  / 


é: 


/to 


ui 


/ 


2 


i 


1 


I 


b) 


O 


d)  -1 


e)  -2 


a) 


2 


4 


262, 


(U.MACK.-80)  Seja  a  função /;  IR 

I  x  I  +  3,  se  I  x  I  <2 
lx  -  3 1,  sc  i x I  >2 

o  valor  de /(/(/(... f(0 ),.,))} 

a)  é  ú, 

b)  pode  ser  /. 

c)  é  3, 


|R  definida  por 


f(x) 


d)  pode  ser  3. 

ei  é  impossível  de  ser  calculado. 


x2  “  2  possuem  dois  pontos  em  comum,  A  soma 


263. 


A !  e  g  (x) 


(F.C.M.STA.CASA-80)  As  funções /(.v) 
das  abscissas  destes  pontos  é: 

b)  3 


d)  -3 


a)  0 


O-l 


el  1 
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2M  (U.JLPR-80)  O  grafico  abaixo: 


(1,  1] 


!4r  11 


> 


i 


i 


i 


x 


1 


16,  -Vi 


corresponde  à  função  real  de  variável  real  definida  pela  lei  de  correspondência: 


m 


x  +  2  para  x  <  0 
2  para  2  ^  x  <  4 

x  para  x  ^  4 


m 


x  se  x  é  ímpar 
i  se  x  è  par 


a) 


d) 


m 


2 


m 


A 


( 


f(x) 


2 


2  +  x  para  x 
Ü  para  x 
-2  +  x  para  x 


x  se  x  e  par 
/  se  x  é  impar 


f(x) 


0 


e) 


b)  f(x) 


fíx) 


2 


Ax) 


x  se  x  <  1 
/  se  /  <  a  <  4 


c) 


TF- 


m  =  s 


x  se  X  V:  4 


(lLFA'IÇOSA-89)  A  figura  abaixo  é  o  gráfico  de  uma  função/  :  IR 


,R, 


fui 


k 


2 


1 


0 


X 


I 


i 


1 


n.v)t  é: 


A  alternativa  correspondente  ao  gráfico  da  função  ç(.v) 


a) 


b) 


qm  i 


k 


i 


i 


i 


i 


i 


0 


2 


1  0 


1 


2 


1 


2 


x 


x 
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d) 


g{x! 


1  0 


1 


2 


2 


x 


! 


! 


f 


1 


(CESGRANR1CT89) 


V 


1  2 


2 


0 


x 


i 


i 


i 


0 


s 


A  função  / ê  definida  no  intervalo  (- 

Figura*  Se/(ü?) 


?.  +2)  e  seu  gráfico  é  composto  pelos  segmentos  de  rei  a  PO  e  OS. 
-  — 2 1  então  f{~2)  vale: 

c)  3 


como  se  mostra  na 


b) 


a)  1 


1 


d)  4 


e)  5 


2-  .  (LL  CS  AL  VA.  DOR -9  2)  A  figura  abaixo  pode  representar  o  gr  ático  da  função/,  cie  R  em  iFL  definEda  por: 


a)  f(x) 

b)  f(x) 


Ixl  +  2 

lx  -  21 


Y 


t 


f 


C)  f(x) 


X  4-  2 


d)  F(x) 
ei  f(x) 


2 


\ 


xl  +  2 


2 


I 


í 


: 


1 


! 


! 


0 


4 


;> 


X 
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(F.C\M,STA.GASA-81)  O  gráfico  que  melhor  representa  a  relação  l  vi 


26*  . 


-v  +  L  Vjq  y  6  iR,  é: 


v 


ví 


* 


ei 


0 


1 


1 


x 


3  I  —x.  O  gráfico  que  melhor  a  representa  é: 


:■  <>  (LLMACKL-8J)  Seja  a  função/:  IR 


|R  definida  por  y 


x 


v 


V 


V 


e) 


a) 


k 


c) 


k 


k 


0 


0 


0 


3 


x 


X 


X 


3 


3 


3 


V 


k 


b) 


3 


0 


x 
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(COVEST-90)  Qual  dos  gráficos  abaixo  melhor  representa  a  função  f(x) 


272. 


Y  * 


vá 


c) 


4 


3 


>■ 


273  (CESGRANRlO-82)  A  melhor  representação  gráfica  de/:  IR 


definida  por 


flx) 


a) 


b) 


o 


0 


x 


X 
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r 


2 


iÍ2x-2) 


reais, 


mais  sc  aproxima 


e: 


V  i 


a) 


V 


c) 


■ 


■ 


' 


! 


i 


I 


I 


I 


r 


-r 


2 


I  I 


2 


i 


t 


i 


i 


i 


i 


i 


I 


: 


i 


i 


i 


i 


H 


-1 


T 


T 


I - ! 


r 


i 


1 


i 


j 


i 


i 


i 


í 


i 


I 


i 


i 


I - \ 


t 


I 


■ 


0  1  i  2 


2  I  -1 


2 


2 


1ÍY  O  1 


i 


i 


i 


x 


i 


X 


I 


I 


I 


I 


; 


: 


i 


r 


i 


i 


T - 1 - 1 


r 


r-i 


i 


i 


! 


I 


I 


1 


I 


I 


I 


I 


! 


5 


i 


i 


1 


' 


J- 


-I 


4^ - 1 


H 


2 


i  -2 


i 


i 


i 


' 


i 


! 


I 


I 


I 


r 


V 


d) 


V 


» 


- 


» 


■ 


L 


t-  -  ■+  — í 


i- 


i- 


H 


-h 


2 


2 


i 


I 


i 


: 


! 


: 


■ 


I 


i 


! 


I 


I 


I 


-L 


H 


- 


H 


r 


r 


i 


i 


i 


1 


i 


i 


i 


■ 


1 


i 


! 


: 


I 


1 


I 


: 


I 


I 


I 


2 


1  f  2 


1 


O 


O 


1 


r 


! 


x 


! 


E 


! 


1 


I 


I 


I 


I 


I 


1 


1 


J 


L  _  J. 


i 


h 


1 


T 


1 


I 


7 


! 


i 


I 


' 


I 


I 


I 


I 


I 


; 


f 


! 


; 


i 


U 


H 


I-  - 


H 


2 


2 


! 


I 


I 


I 


I 


i 


i 


■ 


i 


i 


R 


\x*-4\ xl+5l 


x 


em: 


v 


v 


e) 


a) 


y 


3 


3 


3 


1 


2 


2 


i 


0 


1  2  3 


3 


1  0  7 


3 


3 


2  '1 


! 


x. 


X 


I 


1 


1 


d) 


v 


b)  V  i 


3 


3 


1 


1 


2 


2 


i 


0 


2  3 


3 


1 


3 


0 


7 


x  i 


X 


\ 


/ 


/ 


\ 


t 
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2^».  (ITA-80)  Considere  a  equação  1*1  =  *  -  6.  Com  respeito  ã  solução  real  desta  equação  podemos  afirmar  que: 

a)  a  solução  pertence  ao  intervalo  fechado  |l;  2]. 

b)  a  solução  pertence  ao  intervalo  fechado  |-2;  - 1  [. 

C)  a  solução  pertence  ao  intervalo  aberto  (— 1;  I). 

d)  a  solução  pertence  ao  complementar  da  união  dos  intervalos  anteriores, 

e)  a  equação  nâo  tem  solução. 

27T  (F.C.M.STA.CASA-82)  O  conjunto  solução  da  equação  1 3x  —  2 !  =  3x  —  2 ,  no  universo  R ,  ê: 


a)  IR 


d) 


;  +® 


3 


b)  IR, 


C) 


oo- 


5  3 


2 


O 


:  T00 


3 


2^8.  (PUC'MG’92)  A  solução  da  equação  3x  —  5 1  =  5x  —  l  è: 


Ll 


3 


I 


a)  Í-2Í 


d)  \2\ 


2 


b) 


e) 


c) 


4j 


4  1 


5 


279.  (U.C.MG-81)  O  produto  das  raízes  da  equação  \2x  +  Jl 


1  -  *  é: 


3 


4 


8 


19 


b) 


d) 


e)  6 


c) 


a) 


3 


3 


4 


2\x  ~  2  I  é: 


2 no  (CESGRANRlO-87)  A  soma  das  soluções  reais  de  v  +  2 


19 


20 


2 


1 


d) 


c] 


b) 


c)  6 


a) 


3 


3 


3 


3 


2«  1,  (PUC-MG-92)  Os  pontos  de  ordenada  negativa  do  gráfico  de /(*:)  =  x\x—  1 1  +  2  são  aqueles  para  os  quais: 

a)  x  <  0 

b)  x  >  I 

c)  x  <  -1 


d)  -1  <  x  <  I 


ej  -I  <  x  <  2 


282.  (U.ELONDR1NA  84)  Seja  p  o  produto  das  soluções  reais  da  equação  I  Lv  +  / 1-2 

d)  0  <  p  <4 

e)  p  >  16 


2.  Então  p  à  tal  que: 


a)  p  < 

b)  -2  <  p  <  0 

c)  4  <  p  <  1G 


4 


i 


283.  (U *F* VIÇOS A-89)  Os  valores  de  v  que  satisfazem  a  equação  \x 

d)  positivos. 

e)  múltiplos  dc  três. 


4  i  *-  +  4 


0  são  dois  números: 


a)  ímpares. 

b)  divisores  de  três. 

c)  primos. 


(JTA-88)  Sabendo-se  que  as  soluções  da  equação 


I  x  —  I  x  I  —  -G 


0 


2 


0 ,  podemos  afirmar  que: 


tf  *J  T  b 


sao  raizes  da  equação  x 

a)  a 

b)  tf 

c)  a 


1  e  b 

0  e  b 
/  e  b 


6 


d)  a 

e)  não  existem  a  e  b  tais  que  x~  —  ax  4-  b 

tenha  todas  as  raízes  da  equação  dada. 


0  e  b 


9 


6 


0  con- 


6 
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X-  (U.FORTALEZA-82)  Assinale  o  item  que  contém  a  implicação  verdadeira: 

a)  x  >  y 

b)  x  >  y 


c)  x  >  y 
d}  x  >  y 


Ixl  >  ly 

;  n 

x"  >  y“ 


y  >  y 

a'  >  a\  onde  a  >  Oe  a  ^  1 


x 


x 


Sv  (IJJLUBERI  ÁNDlA-82)  O  conjunto  solução  da  inequação  !  Sx  -  5  I  <  S  é: 


8 


■? 


S 


d)  x  E  IR  :  x  < 


a)  x  6  IR  :  x  < 


ou  x  > 


3 


3 


3 


2 


b)  x  E  |R  :  x  > 


e)  0 


3 


2 


8 


c)  x  E  lR  : 


<  x  < 


3 


3 


íFCV-88)  Quantos  números  inteiros  não  negativos  satisfazem  a  inequação  \x 
a)  infinitos 


2 1  <  5? 


d)  6 


b)  4 


c)  5 


e)  7 


ílLEXE-Sí  )  Dados  os  conjuntos 

5 1  <  3S  e 
4l  3*  1] 


x  E  Z  lx 


A 


jx  €l  Z  lx 


B 


A  soma  dos  elementos  de  A  O  B  é  igual  a; 

b)  20 


d)  22 


c)  21 


a)  19 


(U.E.CE-80)  Adicionando-se  os  valores  inteiros  de  x  que  satisfazem  simultaneamente  as  desigualdades 
fx  —  1 I  4  2  e  \2x  —  /!  1  obietnos: 

b)  3 


d)  5 


C)  4 


a)  6 


(U.E.CE-92)  Sejam  Z  o  conjunto  dos  números  inteiros, 


;x  €  Z;  X-  €  1]. 


jx  £  Z;  I  x 


21  <  2!  e  H 


jx  €  2;  0  <  x  +  2  <  5|,  G 
O  conjunto  (F  -  G)  U  H  é: 

a)  1-1,  0,  21 

b)  1-1.0,  11 


F 


c)  0,1,  21 

d)  0,  1.  31 


(U.E.CE-91)  Sejam  Z  o  conjunto  dos  números  inteiros, 

M  =  Jx  £  Z;  l2x 
O  conjunto  (T  —  M)  fl  (T  —  P)  é: 

a)  11,  2,  4| 

b)  12,  4.  Sj 


lx  G  Z;  I  x  +  2 1 


3  I 


l3x  -  411  e  T 


jx  G  Z;  lx 


2  ,  P 


3  «  2  . 


X 


c)  \  4,  5: 

d)  I,  2,  3 


(U.F, VIÇOSA -90)  Quer-se  que  o  número  real  x  satisfaça  simultaneamente  as  desigualdades  3 
e  l2*  “  b\  <  J*  onde  b  é  constante.  Para  isso,  o  valor  de  b  deve  ser  um  número: 

a)  par  negativo, 

b)  irracional, 

c)  ímpar  positivo. 


x  <  8 


d)  múltiplo  de  trés* 

e)  divisível  por  cinco. 
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29  (U.MACK.-80)  O  gráfico  da  função/ de  IR  em  R,  dada  por 

■42  —  X  4  SC  X 

4  —  x2  ,  se  Ixl  <  2  é  melhor  representado  por: 

■■■ 

2  »  se  x  >  2 


2 


f<K) 


' 


\  x 


vl 


V 


a) 


e) 


4 


1 


2 


I 


í 


1 


1 


1 


0 


2 


2 


X 


Vá 


b) 


-  (UNICAP-87)  Seja  S  CR  o  conjunto  solução  da  desigualdade  I  \x 
nativas  abaixo,  aquela  que  representa  o  conjunto  5. 


4\  ^  J.  Assinale,  dentre  as  alter 


/ 


a)  |— 6,  0|  U  2,  8j 


d)  |-7,  2]  U  \h  10 


b)  H,  t|  U  [3,  7| 


1,  2j  U  |3t  nj 


c) 


c)  [-4,  6|  U  19,  13J 


(PUORS-ál)  Dentre  as  proposições 


l  -  (v  x  e  5R)  (x2  £  x) 


2 


II  -  [3  x  C  R)  (x 
]][  -  (V  x  E  Ff)  (3x1  <  0) 


x) 


2 


IV  -  (3  x  E  .IR)  (x 


0) 


as  falsas  são: 


a)  í  e  II 


d)  II  e  Ui 

e)  ll  e  IV 


b)  I  e  III 


c)  l  e  IV 


2 


ilj,  então  temos: 


h  (ÍTA-9I)  Se  A 


\x  E  R  : 


+  x  +  /I  <  T  +  2x 


x 


I 


U  |4,  +«| 


3  ü  |l,  +0, 


d)  A  =  1 


a)  A 


2 


00 


2 


I 


e)  n.d,a* 


b)  A 


*  4 


2 


c)  A  =  1-3,  1 ! 
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(U.F.MG  92)  Observe  a  figura. 


v 


r 


2 


i 


1 


2 


0 


3 


< 


x 


i 


1 


/ 1 .  Pode-se  afirmar  que 


A  reta  ré  o  gráfico  de  uma  função  g.  Seja  /  a  função  dada  por  f(x) 

/(x)  <  g(x)  tem  como  conjunto  solução: 


v 


a)  \x  E  IR  :  x  ^  3| 


b)  íx  £  R  :  x  £  3[ 


c)  Jx  €  !R  :  x  ^  2\ 


d)  0 


e)  IR 


Outras  funções  elementares 


:***.  (CESGRANR1Q-88)  Resolvendo  a  inequação  {4xJ  +  /) 


5 


■  (5  -  Ja)  >  0 >  obtemos: 


x 


5 


a)  0  <  x  <  4 


d)  x  <  0  ou  x  > 


3 


5 


5 


b) 


<  x  <  4 


e)  x 


0  ou  x  > 


3 


3 


5 


c)  0  <  x  <  - 


3 


(U.MACK.-82J  A  função  que  melhor  se  adapta  ao  gráfico  é: 


I 


a)  f(x) 


x  +  2) 


J 


1 


1 


! 


b)  f(x) 


! 


(x  -  2) 


i 


i 


I 


1 


c)  f(x) 


(X  +  2) 


■I 


1 


i 


? 


dl  f(x) 


I 


2 


M  2) 


J 


i 


C)  f(x) 


2 


■  2 


(x  -  2) 


I 
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1 


IH  (BAESP-FGV-80)  Assinale  o  giá fico  correspondente  à  função  y 


1 


x  >  0: 


x 


4 


4 


a) 


e) 


c) 


A 


dl 


1 


Função  composta  —  Função  inversa 


/ 


-  ,  o  valor  de  x ,  de  modo  que /[/(a). 


(PUC-MG-92)  Se  f(x) 


A  è\ 


I  ’ 


x 


a)  if0 


b)  2,0 


c)  1,5 


d)  -1,0 


e)  -1,5 


'  (PUC-SP-8G)  Sejam  as  funções  dadas  por  f[x) 

a)  6a 


Sx  -  2c  g(x) 


2x  +  3,  Sc  b 


fia),  em  ao  g{b)  vale: 


b)  5a  +  1 


c)  3a  -  2 


d)  6a  -  6 


1 


e)  5a 


2 


(U.F, VIÇOSA- 90)  A  função  /  :  IR 

a) a-2  e  b  =  Ü 

b)  a  =  I  c  b  =  0 

2  e  b  =  1 


IR  é  dada  por/(x)  =  ax  +  bt  com  a  >  0.  Se/{/(jc»  =  x,  então: 

d)  a  =  2  e  b  =  2 

e)  a  =  1  e  b 


2 


i,  o  conjunto  dc  valores  de  x  lais  que  f(x2 ) 


(U.F.GO-84)  Scf(x) 

a)  {0.  lj 


f(x)  è: 


A 


b)  Í-I,  0 


c)  [lí 


d)  [-2,  3? 


4j 


e) 


2 


(U.E.CF-80)  Sejam/,  g  :  fí 


IR  funções  definidas  por  /(*) 
composta/  o  g  assume  o  menor  valor  em  um  ponto  do  intervalo; 


/  e  8  (x) 


2x  +  /,  Então  a  função 


x 


[ 


5 


a)  (-1;  0) 


b)  (Oi  1) 


;  2 


d) 


c) 


i; 


2 


2 
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7 


l 


2 


*  (JTA-85)  Considere  as  seguintes  funções:  /(x) 

Então,  a  respeito  da  solução  da  inequação  I (g  -  /)  (x)l  >  {g  °  f)  («*),  podemos  afirmar  que: 

d)  se  x  >  4 ,  então  x  é  solução* 

e)  se  3  <  x  <  4%  então  x  é  solução. 


c  g{x) 


definidas  para  todo  x  real. 


v 


x 


2 


4 


a)  nenhum  valor  de  x  real  é  solução, 

b)  se  x  <  3,  então  x  é  solução. 


7 


então  x  è  solução* 


c}  se  x  > 


2  ’ 


M)7  (E.C.M.STA.CASA-81}  Seja  /  uma  função  linear,  definida  por  / (jt) 

/(/(2))  =  o,  o  valor  de  2*  é: 


kx 


L  Se  fé  crescente  e 


2 


1 


c)  v'2 


a)  2^2 


b)  2 


d) 


e) 


2 


2 


tüH.  (U.F.SE-84)  Se  a  função  /  :  IR 

a)  4x 


|R  é  definida  por  f(x } 

c)  x 


2x,  então  f{f(x))  é  igual  a: 

e)  2x 


2 


b)  4x 


d  )  2x 


2 


tOO  (U.F.PA-84)  Dadas  as  funções  /e  g  de  IR  em  IR  definidas  por  f(x) 

funçòes  abaixo  representa  (/  o  g  >(*)? 

a)  xJ  +  1 

b)  x 
c}  x 


x  e  g(x) 


x  +  /,  qual  das 


x 


d)  x2  +  2x  +  í 

e)  x1  +  x 


2 


X  +  l 


2 


1 


310,  (U.F.MG-87)  Se  g(x)  -  x2 -F  xe/(x) 

“  x2  +  Sx  +  c  são: 

1,  b  =  3,  c  =  12 

I,  b  =  2,  c  =  6 

1,  b  =  2,  C  =  4 


ax  +  b,  então  os  valores  positivos  de  a,  b  e  c  tais  que  g(f(x)) 


d)  a  =  2,  b  =  1,  c  =  6 

e)  a  =  2,  b  =  2,  c  =  6 


a)  a 

b)  a 

c)  a 


/ 


/  -x 


1 1 1  (U,F.RS-82)  Se  / e  g  sao  funções  definidas  por  f(x) 


,  então  (/  o  g)(x)  =  f(g(x)) 


e  K{x) 


I  +  x 


x 


é  igual  a: 


I 


e)  (g  o  D(x> 


c)  f(x) 


d) 


a)  g(s) 


b)  -f(x) 


(x) 


f 


/ 


/ 


x 


312  (U.F.MG-87)  Sejam  /e  g  funções  reais  de  variável  real  dadas  por  / (x) 


e  g(x) 


■  ii  ■ 


x  +  2 

O  maior  subconjunto  dos  números  reais  onde  pode  ser  definida  a  composta  g  o  /  é: 


x(à'  -  2 ) 


2.0,  1.  2) 


a)  IR  -  j-5,  IS 

b)  IR  -  [-5,  - 

O  IR  -  [0.  2) 


d)  IR  -  [-5, 

e)  R  -  [-2,  0,  2! 


2.  II 


+  bx3  +  cx 2  +  d  uma  função  definida  para  iodo  x  real.  Para  que 


s 


313.  (EAESP-FGV-80)  Seja  f{x) 

f(x)  -  /(— x)  qualquer  que  seja  x  real  é  necessário  que: 


ax 


b)  a 


a)  a 


b 


b 


c)  a 


b  -  0 


d)  b 


0 


e)  a 


c 


c 


314.  (CESGRANRIQ-83)  Sejam  f  ç  g  funções  definidas  em  R  por  f(x)  =  2x  +  /  e  g(x)  =  x  -  3*0  valor  de 

«(/(•?>!  é: 

a)  -1 


b)  I 


c)  2 


d)  3 


e)  4 


2 


(U<F,PA-85)  Dadas  as  funções:  /(x) 


^  x  +  3  e  g  (x) 

c)  t/2 


/,  o  valor  de  g  o  f(0)  é: 

d)  Í3 


x 


b)  1 


a)  0 


e)  2 
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i  (U,E,CE-82)  Sejam /e  g  funções  de  IR  em  IR  definidas  por: 

1  e  g(x) 

onde  R  è  o  conjunto  dos  números  reais. 

Emão  o  valor  dc/(g(7»  +  £(/(/))  é: 

b)  16 


2 


f(x) 


3x  +  1 


a)  15 


C)  17 


d)  18 


: 


(U.F.MG-89)  Seja  /uma  função  tal  que/(x) 

Pode-se,  então,  afirmar  que  o  valor  de  f(4  +  h)  +  f{4  -  A)  para  h  6  IR  é  dado  por: 

c)  2(h  -  2) 


{x  -  6)\ 


4 


2 


2 


e)  8(h  +  I) 


d)  fr  +  8 


a)  8 


b)  32 


2 


(VUNESP-88)  Dada  a  função  f(x) 

a)  A  função  se  anula  para  x 

*»/(-/) 

c)  O  menor  valor  que  f(x)  atinge  é 

d)  Para  x  >  4,  quando  x  cresce,  f(x)  também  cresce. 

e)  Quando  dobramos  xt  f(x)  também  fica  dobrada. 


8x  +  75,  definida  nos  reais,  a  afirmação  falsa  a  respeito  dela  é: 


x 


3  ou  para  x 


5 . 


24. 


1. 


1  (ITA-90)  Sejam  as  funções  /e  g  dadas  por: 


1  se  lx  <  1 


f  :  R  -*  Ht  f(x) 


0  se  I  x  I  ^  I 


2x  -  3 


g  :  fl  -  )í\  —  Ft(  g<x) 


x  -  1 


f(g{x})  podemos  garantir  que: 


Sobre  a  composta  (/  o  g  )(x) 


3 


r(g(x))  =  0 


a)  se  x  > 


4 


2  1 


d)  se  1  <  x  ^ 


RgW)  =  * 


3  1 


3 


e)  n.d.a. 


b)  se  1  <  x  < 


f(g(*>)  =  * 


2  1 


4 


<  x  <  2,  f{g(x» 


1 


c)  se 


3 


320.  (CESG  R  AN  R 1 0-82)  Sejam  A  =  (/,  2,  J)  e/ :  A  —  A  definida  por  /(/}  =  3,  f(2)  =  I  e  f{3)  =  2 . 

0  conjunto  solução  de  / [/(*)]  =  3  é: 

^  ti) 


b)  12 


c)  3 


e)  II,  2,  3] 


d)  va/io 


321  (U.F.MG-87)  S«ia  A 


!■ o ,  /,  2,  3,  4\  e/:  A 

/.  O  número  x  E  A  tal  que  (/o  f  o  f  o  f){x) 


A  uma  função  dada  por  f(x)  -  x  +  1  se  x  #  4  e 


fW 


2  é: 


a)  0 


b)  1 


c)  2 


d)  3 


e)  4 


(PUC-SP-83)  Se  /(x) 

a)  -2 


3x 


4  e  f(g  (jt)  } 


x  ■+  4,  então  £(  / )  vale: 

d)  3 


b)  0 


c)  I 


e)  5 


(ITA-92)  Considere  as  funções:  /:  R 


g  :  R 


R  e  A  :  R* 


R  definidas  por: 


1 


81 


x2:  h(x) 


f(x)  =  3*  + 


r  gíX) 


X 


X 


O  conjunto  dos  valores  de  x  em  R*  tais  que  {/  o  g  )(*) 


(  h  o  f%x)  é  subconjunto  de: 

e)  n.d.a. 


a)  [0,  3] 


b)  [3.  7] 


c)  |-6,  I 


d)  (-2,  21 
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(CESGRANRlO-88)  Seja / a  função  definida  no  intervalo  fechado  ~2y  2  j,  cujo  gráfico  está  indicado  na 


figura-  O  valor  de 


f|f<2)]  -  f[f(-2)J  é: 


a)  -2 

b)  -I 


c)  0 


d)  1 


e)  2 


2 


i 


1 


0 


1 


2 


x 


i 


i 


I 


(VUNESP-9Ü)  Na  figura  estão  representados  os  gráficos  de  uma  função  polinomial  gt  e  da  função 

Á  partir  da  figura  pode-se  determinar  que 


m 


X. 


2 


(g (6>r  -  g(g(6)) 


vale,  aproximadamente: 


a)  -2 


b)  4 


f 


c)  0 


4 


d)  “1 


3 


e)  t 


2 


9 


' 


3 


-1 


5 


3 


-3  2 


2  3 


fí  \~l 


0  ' 


(U.F.MG-81)  Sendo  P(x) 

b)  ax 


ax  +  b ,  o  valor  da  expressão  +  /) 

c}  a(x  4-  1) 


P(x)  é: 


d)  a  +  b 


a)  a  +  1 


e)  a 


ax  +  bt  a  6  IR 


(UNICAP-87)  Sejam  /  :  IR 
b  E  IR,  ff  #  0,  e  gtx)  = 

g(x),  Vx  £  R. 

=  g(f(x)),  Vx 

c)  Existe  um  único  valor  x  E  IR  tal  que  f(x) 

d)  Os  gráficos  de  /  e  de  £  são  retas  paralelas, 

e)  O  gráfico  dc/c  uma  reta  enquanto  o  gráfico  de  g  c  uma  parábola. 


IR  definidas  respectivameme  por  f{x) 
\f(x  +  /)  -  /(*)]  ■  x.  Então  podemos  afirmar  que: 


IR  e  g  :  R 


b)  f(g(x)) 


IR, 


2 


x 


(FATEC-88)  Seja  a  função/tal  que/:  (IR  -  [-2 J)  —  R,  onde  f{x)  = 

Km) 

a)  -4 


.  0  número  real  xque  satisfaz 


x  +  2 


1  ê: 


b)  -2 


c)  2 


d)  4 


e)  md.a* 
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x2  +  x 


329.  (U.F.MG-90)  Sejam  /:  R  - 

Então,  pode-se  afirmar  que; 

a)  f 

b)  g  f  está  definida  em  IR 

c)  (f  g)(x) 


0 


!R  e  g  :  lR 


R  funções  tais  que  f{x) 


x  +  I  c  g  [x) 


x 


d)  f(x)  >  Oe  g(x)  >  0,  Vx  > 

e)  f(x)  <  0  e  g(x)  <  0,  vx  < 


I 


£ 


I 


x  4-  2,  vx  E  lR 


1  (U.F.BA-81)  A  igualdade  /(jr) 

a)  linear. 

b)  constante. 

c)  quadrática. 


f(x  +  /  L  VX  x  E  !Rê  verificada  pela  função: 

d)  exponencial. 

e)  logarítmica. 


1  (U.C.MG-81)  Se  P(x 

a)  2x 


n 


2x  +  /,  então  P{x)  è: 

c)  x 


3 


h)  \  -  3 


d 


ei  2x  +  3 

.V"  —  4 .  Pode-se,  eniào,  afirmar  que/(,v)  é  dada  por: 

d)  x2  +  4x 

e)  x  +  2 


d)  2x  -  I 


íU.F.MG-89)  Seja  /  uma  função  tal  que  f(x  +  2) 

a)  xz  -  2.x 

b)  xz  -  4x 

c)  x2  +  4 


333,  (U.F.GO-84)  Se /:  TL 

a)  n  +  ] 


7L  é  tal  que  f{n  +  / ) 

c)  n 


n  -  1 ,  emào  o  valor  de  f(n  -  1 )  é: 

d)  n  —  2 


b)  n 


3 


j 


e)  n 


3  M  (U,E*BA-84)  Seja  / uma  função  decrescente  do  |?  grau  e  tal  que  f{3 ) 

/corta  o  eixo  dos  x  no  pomo  de  ahscissa: 


L  O  gráfico  de 


ie /(/(/)) 


2 


1 


a)  -l 


b)  2 


c)  8 


d) 


e) 


3 


: 


(CESGRANRIG~80)  A  função /satisfaz  a  relação 

x  f{x ),  x  >  0. 


A  x  +  /) 


3 


/ 


Se/ 


o  valor  de  / 


e: 


%  «  , 


2 


2 


3tt 


\  * 


d)  rr- 


h)  2\  7T 


a) 


c) 


e»  \  T 


2 


2 


(U.F.MG-82)  Uma  runção  /;  R 

então  o  valor  de  /(/)  c; 


R  ê  tal  que/{5.v) 


5/U)  para  todo  numero  real  x.  Sc  f{25 ) 


75, 


a)  3 


b)  5 


c)  15 


d)  25 


e)  45 


(F.CAJ.5TA.CASA-81)  Sc /é  urna  função  tal  que/(u  +  6)  =  fia)  •  f(h  h  quaisquer  que  sejam  os  numeros 
reais  a  e  í?,  então  /(3.e)  é  igual  a; 

a)  3  *  f(x) 

b)  3  +  f(x) 

c)  f(K3) 


] 


d)  i  f(x)j 
c)  f(3)  +  f(x) 


(U.MACK.-81)  Sefigix)} 
a)  -2 


2_v 


4x  +  4  e  / ( v  -  2) 


X  -f  2 *  então  o  valor  de  g(2)  é: 

el  14 


b)  2 


c)  0 


d)  6 


x "  *F  2,  então  /( — /  >  é  igual  a: 

e)  36 


(U.F.RN-S3)  Seja/ uma  função  real  de  variável  real.  Se  f(x  +  3) 
a)  12 


b)  IS 


c)  24 


â)  30 
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5x2  +  Jc{  -  fix) 


7t  o  domínio  de  f(x)  é: 

d)  jx  €  IR  x  ^  2, 


4"  (PUC-MG-92)  Dados  g(x) 

a)  Ix  £  IR  x  £  2j, 


5-v 


3 


b)  x  £  IR  0  <  x  ^ 


c>  jx  G  IR  x  ^ 


o 


5 


7 


c)  X  e  JR  X  £ 


5 


(PUC-MG-92)  Duas  funções /e  g  são  iaí s  que  f{x) 


I  e/  jW 


2x  +  2.  Então  g(l)  é  igual  a: 


X 


a)  5 


b)  4 


c)  3 


d)  2 


t)  I 


(UX.SALVADOR-9Í)  Sejam /eg  funções  de  IR  em  R  tais  que  f(x) 
condições,  g(~I)  é  igual  a: 

a)  —5 


2x-3efteW) 


4x  ~  L  Nestas 


c)  0 


d)  4 


O  5 


2  fin)  +  / 


(CESGRANRIO-87)  Se  An  +  / ) 


2,  3,  ...  e  se /(/)  -  2,  entiü/(/0/)  ê: 


para  n 


2 


a)  49 


b)  50 


c)  51 


d)  52 


e)  53 


(U.E.BA-84)  Seja  /a  função  de  IR 

por  g  (jr)  -  !/(/{*))  I  é: 


definida  por/tv) 


l  +  à\  O  gráfico  da  função  rea]  gt  definida 


c) 


d) 


(PUC-RJ-8I)  Se  a  função /:  IR 
afirmar  que: 

a)  existe  uma  função  g  :  :R  — 
g  °  / 

b)  existe  uma  função  g  :  IR 
/  °  * 

e)  existe  uma  função  g  :  IR  - 

l|R  e  g  0  f 

dj  a  função  fé  tai  que  /  o  f 
e)  a  função  /  é  tal  que  /  /  =  /. 


IR  tem  o  gráfico  abaixo  e  se  í 


ç  a  função  identidade  de  R ,  podemos 


R 


íR  cal  que 


I 


IR 


R  tal  que 


I 


IR 


R  tal  que 


/  c  g 


i 


|R 


I 


IR 
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'4(i.  (U.F.BA-81)  Sendo  f{x) 

fi gt*))  para  x  >  I 

g  (/(•*))  para  x  <  1 


2e  g  <«r) 


x,  a  representação  gráfica  de 


«(*) 


e: 


a) 


e) 


b) 


i 


i 


(1TA-S3)  Sejam  três  funções  /,  u 


IR  tais  que: 
para  todo  rv  não  nulo  e  { u (a ) ) 2  +  (vfjr)) 


v  :  fi 


/ 


/ 


2 


/  *  + 


/W  + 


/  para  lodo  *  real. 


Sabendo-se  que  é  um  número  real  Lat  que  u  (.v^) 


v  (x0)  *  0  e 


u(*q) 


/ 


/ 


/ 


2V  o  valor  de  / 


e: 


u  (x0)  v  (x0) 


*  (V 


1 


a)  -i 


b)  1 


c)  2 


d) 


e)  -2 


2 


(U.F,  VIÇOS  A-89)  Sejam  os  conjuntos  A 
O  número  máximo  de  funções  injetoras  que  podem  ser  definidas  de  A  em  B  é: 

b)  24 


U>2t  31  eB 


[4,  5,  6,  7\. 


a)  20 


c)  21 


d)  22 


e)  23 


(U.F.PE-84)  Sejam /e  g  funções  dc  22  em  Assinale,  dentre  as  alternativas  abaixo,  aquela  que  é  verdadeira; 

a)  Se/e  g  são  injetivas,  então /  +  g  é  injetiva. 

b)  Se  /  e  g  são  sobrejetivas,  entào  /  +  g  é  sobre jet iva, 

c)  Se  f  t  g  são  injetivas,  então  f  o  g  ê  injetiva, 

d)  Se/e  g  são  injetivas,  então  o  produto  Jg  é  injetiva. 

e)  Se/e  g  são  sobrejetivas,  então  o  produto  jg  è  sob  rej  et  iva. 
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0 ,  se  x  é  par 
/ ,  se  x  é  impar 


0.  (F.C.M.STA.CASA-82)  Seja  /  uma  função  de  IR  em  R,  definida  por  f{x) 
Nestas  condições,  pode-se  afirmar  que: 


a)  fé  injetora  e  não  sobrejetora. 

b)  fé  sobrejetora  e  nao  injetora. 


c)  f( — 5)  -  f(2) 


l. 


d)  f(f(x)) 

e)  o  conjunto  imagem  de  /  è  ( 0 ,  /  ). 


0,  Vx  E  IR. 


(1TA-89)  Sejam  A  c  B  subconjuntos  de  IR,  não  vazios,  possuindo  B  mais  de  um  elemento.  Dada  uma  fun- 

(a,f[a))t  para  todo  íí  6  A .  Podemos  afirmar  que: 


ção  / :  A 


B,  definimos  L  :  A 


A  x  B  por  L  {a) 


a)  A  função  L  sempre  será  injetora, 

b)  A  função  L  sempre  será  sobrejetora. 

c)  Se  /  for  sobrejetora,  então  L  também  o  será. 

d)  Se /não  for  injetora,  então  L  também  uâo  o  será. 

e)  Se  /  for  bijetora,  então  L  será  sobrejetora. 


352.  (U.MACK.-82)  Uma  função  /  é  definida  em  A  e  tem  imagem  em  Sabe-se  que  o  conjunto  A  tem 

2  elementos  e  o  conjumo  B  tem  K  +  2  elementos.  Se/é  injetora,  então: 

d)  8  <  K  <  10 

e)  K  ^  10 


2K 


a)  1  <  K  <  5 


b)  5  <  K  £  7 


c)  7  <  K  <  8 


{U.F.BA-8Í)  Sendo / a  função  esboçada  ao  lado,  tem-se: 


a )  /  é  par . 


b)  /  é  injetora. 

c)  /  é  ereseeme  em 


\ 


d)  f  U 


v  3 


e)  f<0)  >  f(6) 


(U.FORTALEZA-82)  Peto  gráfico  da  função  /  :  IR 

a)  fé  injetiva  e  seu  conjunto  de  valores  (conjunto 
imagem)  é  [0;  2 1. 


|R  abaixo,  podemos  garantir  que: 


3 


b)  fé  sobrejetiva  e  O  número 

mente  quatro  elementos  distintos. 

c)  /  não  é  injetiva  e  seu  conjunto  de  valores  é  [ 0 ;  ®). 


é  imagem  de  exata- 


2 


2 


d)  /não  é  sobrejetiva,  mas  o  número 
somente  quatro  reais  distintos. 


é  imagem  de 


2 
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$55  (U.MACK.-81)  Seja  y  —  f(x)  uma  função  definida  no  intervalo  [— ■ 4;  +«)  pelo  gráfico. 

Considere  a  função  g  :  [-5;  +»)  -*  R  definida  por 
£(x)  =  /  -  f{x  4  2)*  Podemos  afirmar  que: 

a)  g(-3)  <  0  e  f(-3)  ■  f(-2)  >  0, 

b)  g(-5)  >  0  e  f(Õ)  <  0. 

c)  g(0)  =  /  e  /não  é  função  injetora* 

d)  /(t)  =  ir  e  g  não  é  função  sobrejetora* 

e)  nenhuma  das  anteriores  está  correta. 


v 


2 


4 


0 


st 


I 


! 


2 


356  (U.F.PE-83)  Sejam  /  e  g  funções  de  iN  em  IN  definidas  por: 


E. 


n(n  +  í) 


i(n) 


g(n) 


e 


2 


Assinale  então  a  alternativa  falsa: 


a)  a  função  /  é  igual  à  função  g . 

b)  /é  injetiva, 
e)  4f(n)  g(n) 


d)  f{n)  +  gin) 

e)  g  è  sobrejetiva. 


n{n  +  !). 


n  4  2n  4  rT. 


$57  (ITA-80)  Sejam  A  e  B  subconjuntos  não  vazios  de  R  c  /  :  A 

/  o  & 

a)  /  é  sobrejctora* 

b)  /  é  injetora. 

c)  /  é  bijetora. 


B.  g  :  B 

onde  fB  é  a  função  identidade  em  B.  Então  podemos  afirmar  que: 

d)  g  é  injetora  e  par. 

e)  g  é  bijetora  e  impar* 


A  duas  funções  tais  que 


/ 


B  * 


(ITA-85)  Dadas  as  sentenças: 


1  -  Sejam  /:  X-*  Y  e  g  :  Y  X  duas  funções  satisfazendo  (g  o  /)(x)  =  x,  para  todo  x  £  X  Então 

/  é  injetiva*  mas  g  não  é  necessariamente  sobrejetiva* 

2  -  Seja  fiX-*Y uma  função  injetiva.  Então,  f{A  )  H  f{B)  =  f{A  O  B),  onde  A  e  B  são  dois  subconjun¬ 

tos  de  X. 


Y  uma  função  injetiva*  Então*  para  cada  subconjunto  A  de  X *  /(.4C)  C  {/(A  ))c  onde 


3  -  Seja/:  X 


c 


c 


ixE  X  x€  A]  e  {/(A)) 


U  e  y  Uf  f{A)\ 


A 


podemos  afirmar  que  está  (estão)  eorreta(s): 

a)  as  sentenças  n?  1  e  n?  2. 

b)  as  sentenças  n?  2  e  n?  3. 

c)  apenas  a  sentença  n?  I* 


d)  as  sentenças  n?  I  en®  3. 

e)  todas  as  sentenças. 


359  (U.F.RS-82)  Se/:  IR  — 

elemento*  emão  /  não  é: 

a)  sobrejetora* 


B  é  uma  função  e  |{xT  2)  !  x  E  R  (T  f(x*  /(x))  |  x  £  R  contém  mais  de  um 


b)  injetora. 


c)  constante* 


d)  periódica. 


e)  quadrática* 


; 


então  /  !  (x)  é  sgual  a: 


-/ 


-  (U.F.RS-84)  As  funções / e/ 


são  inversas.  Se  /é  definida  por  /(x) 


3  ' 


x 


I 


1 


1 


d)  x  -  3 


e)  3 


a) 


b) 


4  3 


c) 


3 


x 


x  4  3 


x 


X 
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ÍOx  +  JT  x  E  IR.  Seja  g  a  função  inversa  de 


!  (LLF.  VIÇOS  A-89)  Considere  a  função /defini da  por/(*} 
/  Então,  g{-7)  é: 

a)  “l 


e)  2 


b)  í 


c)  3 


d)  -2 


x 


362  (U.F.MG-90)  O  valor  de  ay  para  que  a  função  inversa  de/(*) 


3x  +  a  seja  g  ( x ) 


/,  ê: 


3 


1 


í 


b) 


c) 


d)  I 


e)  3 


a)  -3 


3 


3 


x  +  4  para  todo  valor  real  de  ir,  então  a  função  g~\ 


363  (U.F.PR-82)  Dada  a  função  g  definida  por  g (a) 

inversa  de  gt  é  definida  por: 

a)  g“'(x) 

b)  g_,<x) 


i 


d)  g"  (x) 

e)  Ê_1 (x) 


4 


-1 


X 


X 


; 


■ 


gíx)! 


x  +  4 


i 


C)  g  (X) 


x  4-  4 


/  então é  igual  a: 

e)  3 


1  (U.F.PELOT  AS-83)  Se / é  uma  função  de  Ft  em  IR,  definida  por  f[x) 

b)  -l 


2x 


c)  0 


d)  I 


a)  -3 


/ 


x 


(LEE.BÀ-84)  Seja  a  função / :  IR 

o  conjunto  B  é: 


B  C  IR  definida  por  f(x) 


.  Se  /admite  inversa,  então 


3 


3x  -  1 


1 


a)  Ff 


d)  IR 


3 


b)  R* 


e)  IR  -  3: 


i 


c)  IR 


3 


’  para  x  >  0  ç  s(x)  a  inversa  de/,  então  o  valor  dc  f(g(4))  +  gif(4))  está 


Í06.  (U.E.CE-81)  Sejam  f(x) 

no  intervalo: 

a)  |0;  ó) 


x 


b)  |6;  12) 


c)  1 12;  m 


d)  [18;  24) 


! 


/ 


'  (U .  F .  RS-Ê I )  A  função  inversa  de  / :  (0;  1 ) 


;  /  defimda  por/(*) 


a  cada  x  de  seu  domínio 


2  ' 


x  4  /  ’ 


faz  corresponder: 


x  4  1 


1  -  X 


I  +  X 


a)  x  4  1 


b)  x  -  1 


d) 


c) 


e) 


I 


x 


X 


X 


-■ 


36#.  (U.F.MG-90)  A  função  inversa  de  /  :  (— »,  0 |  \0y  +tX})  tal  que  f(x} 

-*■  0]  definida  por: 

a)  g(x) 

b)  g(x) 

C)  g(x) 

d)  g(x) 

e)  g(x) 


é  a  função  g  :  0 ,  4«>) 


x 


\X 


vX 


2 


X 


2 


X 


Ixl 


369  (U.F.CE-92)  Seja/ ;  IR  R  nina  função  definida  por  f(x)  ~  mx  4  p.  Se  o  gráfico  de / passa  pelos  pontos 

PjiO,  4)  e  P 2 (3 0),  então  o  gráfico  de/-'  passa  pelo  ponto: 

a)  (8f  -3) 


b)  (8,  -2) 


O  <St  2) 


d)  (8,  3) 
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3711 «  (CESESP  83)  Seja  /;  IR 


iR  a  função  dada  pelo  gráfico  seguinte; 


Assinale  a  alternativa  que  corresponde  ao  gráfico  da  funçào  inversa  de  /: 


d) 


e) 


b) 


y 


y 


o 


X 


0 


X 
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sua  inversa.  Os  gráficos  de/e/  f: 


i 


3x  +  4  tf 


(FATEC-87)  Seja  a  função /:  IR 

a)  são  coincidentes, 

b)  não  tem  pomos  comuns, 

c)  imerceptam-se  em  dois  pomos. 

d)  imerceptam-se  somente  no  pomo  (~ 2 ,  -2). 


IR  definida  por  /(,v) 


2 


2 


e)  interceptam-se  somente  no  pomo 


3  *  3 


Hr) 


e 


e 


i' 


definida  em  IR.  Se  g  for  a  função  inversa  de  /,  o  valor  dc  e 


-  (ITA-85)  Seja  /(x) 


eA  +  e 


scrã: 


(ir) 


4 


a) 


d>  e 


3 


7e 


e)  nenhuma  das  respostas  anteriores 


b) 


25 


25 


c)  log 


7 


”  L  (U.F.CE-92)  Seja  P  o  conjunto  dos  números  naturais  primos  enumerados  em  ordem  crescente  e  IN*  o  con¬ 
junto  dos  imeiros  positivos.  Defina  a  função  /  de  IN*  em  P  pondo  f(n)  igual  ao  /7-ésimo  numero  primo 

de  P.  Sobre/ e  sua  inversa  f~\  podemos  afirmar: 

a)  fdl)  <  f-'<7) 

b)  f ~l(3)  +  f  -l(5)  é  um  elemento  de  P. 

c)  f  “  (7)  é  um  elemento  de  P. 

d)  f-‘(13>  = 

e)  f(7)  -  ffl) 


5. 


17. 


3 75.  {CKSGRANRIO-83)  Dados  P  =  Jjr  £  2  0  sS  x  «S  JOJ  e  Q  =  ;_v  G  Z  0  O'  í  >  definimos 

f :  P  —  Q  por  f{x)  -  algarismo  das  unidades  do  numero  x.  Então  o  número  de  elementos  do  conjunto 

r!  m  e 

a)  5 


b)  4 


d)  2 


e)  1 


e)  3 


2 


6x.  Se  g  :  |— 3t  +«») 


r  (UNJCAP-87)  Seja  /:  | /,  +«) 


i,  +»)  a  função  definida  por  f{x) 

[/,  +°°)  é  a  função  inversa  de /,  então  jg{6)  -  g(5);'  é  igual  a: 


3x 


b)  l 


c)  5  +  2%  6 


d)  -5  +  2S  6 


e)  5  -  2,6 


a)  5 


2 


>71  (ITA-8S)  Seja  f(x)  = 

a)  *1  +  2\  Vy  G  R 

b)  -J I  +  2y ,  Vy  E  IR 

vi  +  2\  yyefi 


tog2  í-v 


I),  vx  G  IR,  x  < 


/.  A  lei  que  define  a  inversa  de/ é: 


2\  vy  G  R,  y  <  0 


d) 

e)  I  +  jl  +  2vt  vy  E  R,  y  £  0 


c)  1 


378.  (ITA-91)  Considere  as  afirmações: 

(I)  Se  / ;  IR  -*  R  ê  uma  função  par  e  g  :  IR  R  uma  função  qualquer,  então  a  composição  g  fé 

uma  função  par, 

(II)  Se/:  IR  IR  é  uma  função  par  e  g  :  R  —  IR  uma  função  ímpar,  então  a  composição  f  g  è  uma 

função  par. 

(III)  Se  /  :  IR  IR  é  uma  função  ímpar  e  inversível,  então /"J  :  lR  — '  Ré  uma  função  impar. 

Então: 

a)  apenas  a  afirmação  (I)  é  falsa. 

b)  apenas  as  afirmações  (J)  e  (II)  são  falsas, 

c)  apenas  a  afirmação  (III)  é  verdadeira. 


d)  todas  as  afirmações  são  falsas. 

e)  n.d.a. 
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2x  ~  3 


■  (ÍTA-90)  Seja  a  função  /;  IR  —  \2[  -►  IR 


!_?}  definida  por  f(x) 


+  J. 


X  ~  2 


Sobre  sua  inversa  podemos  garantir  que: 

a)  não  está  definida,  pois  /não  é  injetora, 

b)  não  está  definida,  pois  /  não  é  sobrejetora. 

c)  está  definida  por  f_l  (y) 


: 


y 


y  #  3. 


3  * 


y 


y  +  5 


d)  está  definida  por  f  3  (y)  = 


l,  y  *  3, 


3 


y 


2y 


5 


e)  está  definida  por  f  1  (y) 


y  ^  3. 


3 


v 


m.  (ITA-8S)  Seja  /  :  IR 

tem-se  f(x)  >  /(¥)<  Dadas  as  afirmações: 

/  é  injetora, 

/  pode  ser  uma  função  par, 

Se/ possui  inversa,  então  sua  inversa  também  é  estrúamente  decrescente. 
Podemos  assegurar  que: 

a)  apenas  as  afirmações  í  e  III  sàc  verdadeiras. 

b)  apenas  as  afirmações  II  e  III  são  falsas. 

c)  apenas  a  afirmação  I  é  falsa. 

d)  todas  as  afirmações  são  verdadeiras. 

e)  apenas  a  afirmação  II  é  verdadeira. 


IR  uma  função  estritamente  decrescente,  isto  é,  quaisquer  x  e  y  reais  com  x  <  v 


1 


II 


ni 


-  (JTA-90)  Seja  /  :  IR 


íR  a  função  definida  por 


x  +  2,  se  x  < 


J 


: 


1  <  x  <  I 


f(x) 


X 


,  se 


4 


,  se  x  >  1 


Lembrando  que  se  A  C  fR  então  /  1{A  )  =  x  £  IR  :  f{x)  £  A I ,  considere  as  afirmações: 
(1)  /  não  é  injetora  e/_/  ([3f  5])  =  [4], 

(II)  /  não  é  sobrejetora  e  ([3,  5 1)  =  f~l  (|2,  6\ ). 

(III)  f  i  injetora  e/_;  {[0,  4\) 

Então  podemos  garantir  que: 

a)  Apenas  as  afirmações  II  e  III  são  falsas. 

b)  As  afirmações  I  c  III  são  verdadeiras, 

c)  Apenas  a  afirmação  II  é  verdadeira. 

d)  Apenas  a  afirmação  III  é  verdadeira. 

e)  Todas  as  afirmações  são  falsas. 


2,  +«  . 


'  (ITA-92)  Dadas  as  funções/ :  R  -*  IR  e  g :  iR  -►  IR,  ambas  estmameme  decrescentes  e  sobrejetoras.  conside¬ 

re  h  -  f  o  gT  Então  podemos  afirmar  que: 

a)  h  é  estritamente  crescente,  inversível  e  sua  inversa  é  estríramente  crescente. 

b)  h  é  estritamente  decrescente,  inversível  e  sua  inversa  c  estritamente  crescente. 

c)  h  é  estritamente  crescente  mas  não  é  necessariamente  inversível. 

d)  h  é  estritamente  crescente,  inversível  e  sua  inversa  é  estrita  mente  decrescente. 

e)  n.d.a. 


377 


Apêndice  I  —  Equações  irracionais 


'  (PUC-SP-82)  A  solução  da  equação  x 

b)  -I 


2x  +  2  =  3  é: 


a)  I 


c)  2 


d)  3 


e)  7 


384>  (U.EXONDRINA-84)  O  conjunto  solução  da  equação x  -  I 

a)  I— 0) 


a  +  í I  ,  em  (R,  está  contido  no  intervalo: 

e)  16;  +®( 


b)  [-3;  2] 

385  (PUC-SP-84)  As  raizes  de  3(x 

b)  [-1;  01 


c)  [-2;  51 


d)  3;  6 


2 


x  -  J  =  x  -  1  estão  no  intervalo: 


a)  |-2;  -l| 


c}  [0;  31 


d)  [3;  7| 


e)  [7; 


386  {U.E.CE-82)  A  soma  das  raízes  da  equação  \x 

a)  98 


2 


2\x-  15  =  0  é: 

d)  95 


b)  97 


c)  96 


2 


3*7  (FGV-88)  A  soma  das  raízes  da  equação  \X*  +  ^.(x  -  iy  -  2  ê: 

b)  -I 


a)  3/2 


c>  1/2 


d)  I 


e)  -1/2 


/  +  v  2x 


'»•  (U.C.MG-81)  O  pruduLO  das  raízes  da  equaçao  \3x+  l 

a)  “5 


/  é: 


b>  5 


c)  6 


d)  9 


e)  12 


'■ v  (FGV-81)  Uma  das  soluções  do  seguinte  sistema  de  equações 


3 


x 


y 


2 


y 


X 


x  +  yx  +  y  =  9 


atende  a  qual  das  alternativas? 
a)  x  -  y  =  3 


b)  x 


C)  x  -  y  =  1 


0 


1 


2 


d)  x  —  y 


e)  x  -  y 


y 


■J  9x  +  5 


9 


y 


39(1  (PUC-MG-92)  Se  x  +  ,v 


2,  a  razao 


é  igual  a: 


e 


9 


x 


a)  l  8 


b)  24 


c)  30 


d)  32 


e)  36 


Apêndice  II  —  Inequações  irracionais 


391  (CESGRANRIO-85)  Se  o  número  real  x  satisfaz  \X  >  x,  então  podemos  concluir  que: 

c)  x 


a)  x  >  ç2 


0 


b)  1  <  x  <  2 


d)  x  >  1 


e)  0  <  x  <  1 


x 


392  (CESGRANRIO-88)  Seja  x  um  número  real  positivo  tal  que  vx  > 

é  um  intervalo  aberto  cujo  pomo  médio  é: 


,  Então,  o  conjunto  de  tais  números 


2 


1 


l 


b) 


a) 


c)  1 


d)  2 


e)  3 


2 


4 


J9  (ITA-88)  Sejam  /e  g  funções  reais  de  variável  real  definidas  por 

.  Então,  o  domínso  de  /  o  g  é: 


1 


2 


f(x)  =  Mx“  -  x)c  g  (jc) 


X 


a)  |Q,  ej 

Nota:  fog  é  a  lei  definida  por  (fog)(x) 


b)  10,  I[ 


c)  |e,  e  +  1  j 

=  /(g(jr))  para  cada  x  de  seu  domínio. 


d)  1-1.  II 


e)  II,  +« 
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Esta  obra  é  distribuída  Gratuitamente  pela  Equipe  Digital  Source  e  Viciados  em 

Livros  para  proporcionar  o  benefício  de  sua  leitura  àqueles  que  não  podem  comprá- 
la  ou  àqueles  que  necessitam  de  meios  eletrônicos  para  ler.  Dessa  forma,  a  venda 
deste  e-book  ou  até  mesmo  a  sua  troca  por  qualquer  contraprestação  é  totalmente 
condenável  em  qualquer  circunstância.  A  generosidade  e  a  humildade  é  a  marca  da 
distribuição,  portanto  distribua  este  livro  livremente. 

Após  sua  leitura  considere  seriamente  a  possibilidade  de  adquirir  o  original,  pois 
assim  você  estará  incentivando  o  autor  e  a  publicação  de  novas  obras. 
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